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AVERTISSEMENT 



Ce memoire comporte un preambule qui vise a presenter de maniere ac- 
cessible les idees qui ont mene a ce travail de these. Aux lecteurs refractaires 
ou etrangers aux symboles mathematiques, je propose de ne lire que ces pre- 
mieres pages. 

Ensuite viennent la table des matieres et le corps principal de ce me- 
moire. Les publications auxquelles a donne lieu le travail de cette these sont 
reproduites en appendice, avant les references bibliographiques. 

Ce memoire a ete ecrit dans une double demarche, celle tout d'abord de 
rendre compte de mes travaux et celle ensuite de proposer une exposition 
pedagogique du formalisme que j'ai utilise. Loin de pretendre rivaliser avec 
les differents livres et cours sur le sujet, cette exposition vise a en concilier 
les differentes approches et a unifier autant que faire se pent les conventions, 
pour fournir au lecteur un contenu homogene, qui, je I'espere, sera utile a de 
futurs thesards. 
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Preambule 



La description du monde physique repose actuellement sur deux modeles 
standards. Avant d'en exposer les grandes lignes, nous devons expliquer la 
difference entre le monde classique et le monde quantique. Nous designerons 
par le monde classique le monde physique correspondant aux echelles de 
tallies (de maniere equivalente, de duree, d'energie) humaines, c'est-a-dire 
entre le micrometre et le milliard de kilometres. Hormis quelques exceptions, 
tons les systemes de cette taille verifient le meme ensemble de lois physiques 
que nous appelons theories classiques. La physique des echelles inferieures, 
dites microscopiques, est decrite par des theories quantiques, ou les degres 
de liberte, les parametres qui rendent compte de revolution d'un systeme 
donne, sont fondamentalement differents des degres de liberte classiques. 
Comme I'intuition pent nous I'indiquer, les deux mondes se sont pas etrangers 
I'un a I'autre : la physique microscopique determine un grand nombre de 
parametres qui interviennent dans les modeles classiques. La physique des 
echelles superieures, dites macroscopiques, rassemblant la cosmologie, I'as- 
trophysique et I'astronomie, a un statut beaucoup moins clair. La plupart des 
theories macroscopiques sont en fait des theories classiques (et quantiques) 
qui sont appliquees a des echelles de distance et de duree plus grandes et qui 
sont ajustees pour decrire une grande partie des phenomenes observes, mais 
le domaine de validite de ces extrapolations est encore inconnu. 

Le premier modele, appele simplement modele standard, est un modele 
unifie de la physique microscopique. II decrit le comportement des particules 
elementaires, de leurs composes, de leurs interactions. II decrit le monde 
microscopique, aussi bien la matiere^ que trois interactions fondamentales sur 
les quatre connues^. Jusqu'a present il a ete valide par toutes les observations 
experimentales microscopiques que nous avons pu faire et donnerait entiere 
satisfaction s'il ne comportait pas un grand nombre^ de parametres, parmi 

^Par exemple, I'electron est une particule elementaire, le proton et le neutron, qui 
consituent le noyau des atonies, sont des composes de differents quarks. 

^L'electromagnetisme, I'interaction nucleaire faible et I'interaction nucleaire forte sont 
decrits par le modele standard, mais pas la gravitation. 

^plus d'une centaine 
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lesquels la masse de I'electron par exemple, et s'il ne supposait pas I'existence 
d'une particule encore non detectee : le boson de Higgs. 

Le second modele, appele modele standard cosmologique, est un mod- 
ele global de la physique macroscopique, c'est-a-dire qu'il decrit un certain 
nombre de proprietes de I'univers considere dans son ensemble, comme par 
exemple les proprietes du fond de radiation cosmologique, les proprietes de 
distribution de la matiere dans I'univers, les proprietes d'isotropie et d'ho- 
mogeneite de I'espace-temps. A ce stade, nous devons faire la difference entre 
ce modele et les theories macroscopiques que nous avons presentees comme 
des extrapolations classiques et quantiques. Ces theories sont des modeles 
phenomenologiques qui decrivent revolution d'un systeme particulier, par ex- 
emple la formation, la vie et la fin d'une etoile ou la dynamique d'une galaxie. 
Par contre, le modele standard cosmologique vise a decrire de maniere umfiee 
le comportement a grande echelle de I'univers et constitue ainsi un premier 
pas vers une theorie cosmologique unifiee. Cependant les reponses qu'il ap- 
porte sont beaucoup plus partielles que celles du modele standard. II suppose 
I'existence d'un phenomene d'inflation dont il ne donne pas I'explication, et 
n'elucide pas le probleme de la constante cosmologique par exemple, dont 
aucune theorie actuelle ne permet de predire la valeur tres faible mais non 
nulle determinee par les mesures astronomiques. 

Pour comprendre pourquoi le second modele parait moins efficace, il faut 
revenir sur la distinction que nous avons faite entre les deux modeles. Nous 
avons distingue un modele unifiant la physique microscopique et un modele 
visant a unifier la physique macroscopique. Mais la demarche intellectuelle qui 
a mene a la construction de ces modeles a pour but d'isoler des constituants 
fondamentaux microscopiques a partir desquels on construit la physique a 
toutes les echelles superieures. Comme la gravitation joue un role negligeable 
aux echelles microscopiques auxquelles nous avons acces, le modele standard 
n'inclut pas cette interaction. Aux echelles humaines, la theorie classique de 
la gravitation (la relativite generale), rend compte parfaitement des resul- 
tats experimentaux. La gravitation, bien que tres faible, est une interaction 
auxquels tons les constituants fondamentaux sont sensibles et dont les effets 
attractifs sont cumulatifs^. Aux echelles macroscopiques la gravitation joue 

''En I'etat actuel des connaissances, la seule interaction gravitationnelle repulsive 
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done un role primordial, eomme les observations astronomiques permettent 
de la eonstater. Le modele standard eosmologique deerit la matiere et les 
trois interactions autres que la gravitation a I'aide du modele standard ou 
de theories effectives classiques et y incorpore la theorie classique de la grav- 
itation. Si I'on s'en tient a la demarche initiale, il manque done une theorie 
microscopique de la gravitation a partir de laquelle on expliquerait le com- 
portement classique de cette interaction et les observations cosmologiques 
encore non expliquees. 

Malheureusement, aucune theorie microscopique de la gravitation n'est 
encore pleinement satisfaisante. A la difficulte de construire une telle theorie 
s'ajoute celle de concevoir des experiences permettant d'en tester les predic- 
tions experimentales. Devant cet obstacle, on pent imaginer de remettre en 
cause, pour la gravitation, la demarche deductive, qui suppose la physique 
classique et macroscopique determinee par la physique microscopique. Ce 
faisant, on perd a priori toute chance d'obtenir une unification au niveau 
du formalisme utilise dans les modeles standards, celui de la theorie des 
champs, classique pour la gravitation, quantique pour le reste. En pratique 
les modeles construits dans cette perspective ne sont que phenomenologiques 
et n'offrent pas de reponses meilleures que celles du modele standard eos- 
mologique. C'est pourquoi les tentatives les plus serieusement considerees 
sont celles visant a construire une theorie microscopique de la gravitation. 
Dans une telle theorie, il existe une echelle microscopique ou les efFets quan- 
tiques se font sentir. Des considerations dimensionnelles indiquent que cette 
echelle correspond une distance caracteristique, appelee longueur de Planck^, 
de I'ordre de 10"^^ metres, ou une energie de Planck^ egale a lO-*^^ GeV. No- 
tons que, meme dans I'hypothese ou les efFets quantiques de la gravitation 
sont tres importants, le modele standard n'est pas remis en cause, puisqu'il 
ne decrit la physique que jusqu'a une echelle maximale de 10^^ GeV et que 

provient de la constante eosmologique et elle est extremement faible. 

^Si cette distance etait celle entre nos pieds et notre t6te, relectron serait grand comme 
la longueur de la galaxie, c'est-a-dire environ cent mille annees-lumiere. 

^ Cette energie correspond a I'energie necessaire pour elever de mille metres une loco- 
motive de cent tonnes. Elle correspond aussi a I'energie de repos d'une masse de 10 mi- 
crogrammes, c'est-a-dire I'energie qu'on obtiendrait si une poussiere de 5 microgrammes 
de matiere s'annihilait avec une poussiere de 5 microgrammes d'antimatiere. 
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les experiences ne sondent que des energies inferieures a 10^ GeV. 

Si les autres interactions sont ignorees, il est possible de se focaliser sur 
la gravitation a une echelle d'energie proche de I'echelle de Planck. Ce choix 
a ete fait pour la theorie de gravite quantique de houcle' . Construite a par- 
tir des principes fondamentaux de la relativite generale, elle vise, a travers 
un formalisme novateur de reseaux de spins, entite mathematique censee 
decrire la structure de I'espace-temps quantique, a donner un modele co- 
herent du comportement microscopique de la gravitation. Ce formalisme fait 
malheureusement la faiblesse de cette theorie, puisqu'il est encore impossible 
de faire le lien avec le formalisme de la theorie des champs du modele stan- 
dard : la limite de grande^ echelle de longueur et de faible courbure n'est pas 
connue. Cette theorie a done moins de succes que la theorie des cordes qui 
prend ses racines^ dans le modele standard. La theorie des cordes reprend 
exactement le meme formalisme de la theorie des champs, suit la meme de- 
marche qui a mene de la mecanique classique a la mecanique quantique puis 
a la theorie des champs. Mais au lieu de considerer que I'entite fondamen- 
tale est une particule ponctuelle a zero dimension, elle introduit un objet 
a ime dimension appele corde. Comme cette corde est supposee avoir une 
dimension de I'ordre de la longueur de Planck, a toutes les echelles de la 
physique connue, on la voit comme une particule ponctuelle. La corde est 
done la brique commune a toutes les particules connues ou predites par les 
theories precedentes. La theorie fait meme un lien plus profond : une meme 
corde pent etre telle ou telle particules selon la fagon dont elle vibre et dont 
ses extremites sont fixees. De meme qu'une corde de guitare emet plusieurs 
notes, la corde pent « jouer » differentes particules. Une corde fermee, nouee 
comme un lacet, pourra correspondre au graviton, la particule qui vehicule 
la gravitation, alors qu'une corde ouverte, libre comme un bout de ficelle ou 
attachee a des parois particulieres appelees D-branes, pourra correspondre a 
d'autres interactions ou a des particules de matiere. La theorie des cordes 
propose ainsi un modele unifie du monde physique connu, ce qui en a fait le 

"^loop quantum gravity en anglais 
^devant la longueur de Planck 

^et m6me ses racines historiques, puisque la theorie des cordes a ete dans ses debuts 
un modele « infructueux » de I'interaction forte. 
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succes depuis pres de quarante ans. 

Cependant, deux difficultes majeures attenuent la portee de cette theorie. 
La premiere est une difficulte technique. Meme si le formalisme de la theorie 
des champs pour la particule ponctuelle est un guide precieux, choisir la corde 
comme entite fondamentale introduit de nouveaux problemes dont les solu- 
tions sont loin d'etre connues a I'heure actuelle. Par exemple, le formalisme 
de la theorie des champs permet de decrire une infinite de degres de liberte, 
alors qu'en theorie des cordes seul le formalisme permettant de decrire un 
nombre fini de degres de liberte a ete correctement pose. Le formalisme qui 
permettrait de decrire la creation et I'annihilation des cordes est encore en 
gestation. Ainsi, tout un ensemble d'effets quantiques est encore impossible a 
decrire en theorie des cordes. Un autre exemple particulierement caracteris- 
tique est la difficulte a selectionner I'etat de vide. En effet, la theorie des 
cordes predit I'existence d'un nombre immense (mais fini a priori) de vides, 
qui forment ce qu'on appelle le paysage des vides^^. Les criteres qui permet- 
traient de choisir un vide parmi toutes les possibilites predites par la theorie 
ne sont pas connus, ni ceux qui indiqueraient si le ou les vides selectionnes 
sont compatibles avec le modele standard. 

La seconde difficulte, qui n'est pas etrangere a la premiere, provient de 
la maniere dont la theorie des cordes a ete construite. Fagonne dans ime 
demarche qui a mene a I'etablissement du modele standard, le formalisme 
de la theorie des cordes reste eloigne des principes de la relativite generale, 
notamment le princApe d'independance vis-d-vis du fond selon lequel les lois 
de la physique s'ecrivent de la meme fagon quels que soient I'observateur ou 
la geometrie^^ consideres. En I'absence d'un formalisme permettant d'imple- 
menter ce principe, il est difficile de repondre aux questions suscitees par 
la relativite generale et d'aller plus loin que les effets semi-classiques de la 
gravitation quantique^^. En effet, la theorie des cordes n'est definie qu'au- 
tour de I'espace-temps de Minkowski et pour des configurations geometriques 

^"traduction personnelle de landscape 

^^La relativite generale etablit un lien canonique entre gravitation et geometrie. Un 
observateur place dans un champ gravitationnel peut localement se placer dans un systeme 
de coordonnees, c'est-a-dire choisir une geometrie, ou le champ gravitationnel est nul. 

^^c'est-a-dire I'influence d'un champ gravitationnel classique sur un systeme quantique 
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particulieres, majoritairement statiques. L'etude des configurations gravita- 
tionnelles non triviales, si possible incorporant des ingredients du modele 
standard cosmologique, represente ainsi un enjeu vital dans la construction 
de la theorie. 

C'est pourquoi dans cette these nous avons etudie des configurations 
geometriques dependantes du temps. Notre objectif, modeste, a consiste a 
choisir des configurations auxquelles le formalisme de la theorie des cordes 
dans I'espace de Minkowski pouvait etre applique et a essayer de mettre en 
evidence des effets physiques lies a cette dependance en temps. Nous avons 
notamment tente de comprendre comment un effet comme la contre-reaction 
gravitationnelle pouvait se manifester. La contre-reaction gravitationnelle est 
une modification de la configuration geometrique suite aux interactions gravi- 
tationnelles des fiuctuations quantiques presente dans cette configuration. En 
particulier, dans une configuration presentant une singularite, c'est-a-dire un 
point ou les grandeurs qui caracterisent la geometrie de Tespace-temps devi- 
ennent infinie, de nombreuses particules peuvent disparaitre ou apparaitre a 
cause de 1' influence de la variation dans le temps de geometrie sur un champ 
quantique et produire un champ gravitationnel dont I'effet sur la singularite 
est encore inconnu. 
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Chapitre 1 



Configurations dependantes du 

temps 

1.1 Modeles exacts 

Comme nous I'avons evoque dans le preambule, la theorie des cordes 
propose un cadre qui pent permettre de resoudre les problemes poses par le 
modele standard cosmologique actuel, notamment celui de la nature du Big 
Bang, ou de maniere un pen plus generale de la nature des singularites de 
genre espace. 

Cependant, il n'existe pas de formalisme de theorie des cordes permettant 
d'integrer pleinement la theorie de la relativite generale et de construire une 
theorie de la gravitation quantique. Nous sommes actuellement contraints 
de nous limiter a une approche semi-classique, ou la geometric est posee 
comme une hypothese de travail. C'est tout naturellement que le formalisme 
de premiere quantification de la corde a ete developpe d'abord dans I'espace 
de Minkowski^, puis dans des geometries courbes, dans le cadre des mod- 
eles Wess-Zumino-Witten (WZW) [5] ou la geometric est decrite par une 
variete de groupe de Lie. Toutefois les premieres geometries etudiees etaient 
statiques. 

Puisqu'il n'etait pas possible de comprendre le regime quantique de la 
gravitation, des modeles ont ete developpe a partir des premiers espaces 

^Nous invitons le lecteur a se referer aux ouvrages [1, 2, 3, 4]. 
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courbes et ont permis d'etudier la quantification de la corde evoluant dans 
une geometrie dependante du temps dans I'espoir de decouvrir des indices 
permettant de completer le formalisme ou d'apporter les premiers elements 
de reponses aux questions posees par les singularites. Ainsi des 1985^ [7] 
s'est developpee une importante direction de recherche visant a trouver des 
modeles qui puissent etre resolus exactement, c'est-a-dire des modeles pour 
lesquelles on pent determiner explicitement les solutions des equations clas- 
siques du mouvement de la corde, mener la procedure de quantification 
canonique, determiner le spectre de I'operateur hamiltonien et calculer les 
amplitudes les plus simples^. Ces modeles s'appellent modeles exacts. 

Ces modeles sont loin d'etre realistes et cette direction de recherche se 
demarque des tentatives de construire des geometries cosmologiques de type 
Friedmann-Robertson- Walker ou inflationnaire de type de Sitter [8] qui se 
situent dans une perspective de theorie effective, a basse energie. Mais le 
compromis qu'il faut faire pour etudier de maniere « exacte » un modele dans 
le cadre de la theorie des cordes n'empeche pas d'etudier des configurations 
extremement interessantes du point de vue cosmologiques : les singularites. 
Comme nous le detaillons un pen plus bas, certaines geometries comportant 
une singularity donnent lieu a un traitement exact, ce qui permet d'etudier 
precisement le comportement de la corde dans cette geometrie. II est meme 
possible d'aborder les problemes de contre-reaction gravitationnelle ou de 
regularisation eventuelle de la singularite. Nous reviendrons sur ce point aux 
chapitres 3 et 4. 

Cette these s'inscrit dans cette demarche. Nous avons etudie trois modeles 
differents de geometrie dependante du temps et extrait des calculs un certain 
nombre d'effets physiques que nous exposons an chapitre 3. Notre souci a 
ete de construire des geometries exactes. Nous avons pour cela puise dans 
deux des trois differents types de modeles exacts et dependants du temps 
actuellement disponibles. Nous insistons sur le fait que les modeles exacts 
sont des modeles exempts de corrections en a', la tension inverse de la corde, 
mais qu'ils restent des modeles perturbatifs en gg, la constante de couplage 

^mais deja en 1974 un premier article [6] abordait ce genre de probleme. 
^mais toujours dans une approche perturbative, c'est-a-dire pour un couplage de corde 
Qs petit 
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de la corde. 

1.2 Modeles exacts dependants du temps 

Comme nous I'expliquerons dans le chapitre 2, la premiere quantification 
de la corde est fondee sur I'interpretation du modele sigma non-lineaire de 
la corde en terme de theorie conforme des champs a deux dimensions. La 
recherche de modeles exacts est done guidee par la necessite de trouver la 
theorie conforme des champs correspondante. Nous pouvons distinguer trois 
manieres generales de construire des modeles exacts dependants du temps. 

1.2.1 Orbifold de I'espace de Minkowski 

Originellement un orbifold est une variete^ obtenue a partir de I'espace 
de Minkowski par quotient sous Taction d'un groupe de rotation fini Z^v 
{N est un entier naturel) [9]. Par extension, ce nom est applique a toute 
variete obtenue a partir de I'espace plat^ ou d'une autre variete (comme un 
groupe par exemple, dans les modeles WZW, voir sous-section suivante) par 
identification sous Taction d'un sous-groupe de Lorentz isomorphe a Z ou 
Ziv. 

Pour obtenir une geometric dependante du temps, il suffit que Taction 
du sous-groupe corresponde a une transformation non triviale impliquant la 
coordonnee temporelle. Les points invariants sous cette transformation devi- 
ennent des singularites topologiques. L'espace est plat loin des singularites. 

La premiere construction d'orbifold dependant du temps a ete faite dans 
[10]. L'interet cosmologique de ces modeles a ete mis en evidence dans [11] 
et Tetude d'orbifolds de I'espace de Minkowski a pris un nouveau depart, 
avec [12], puis avec Tetude de V orbifold null [13, 14, 15, 16] et de I'espace de 
Misner^ [17, 18, 19, 20]. La stabilite de ces orbifolds a ete remise en question 
[21, 22, 23], mais nous avons choisi d'etre optimiste et de considerer que 

^« orbi- » pour orbital, rotation et « -fold » de manifold, variete. 

^Dans tout ce memoire, nous utiliserons I'expression « espace plat » comme synonyme 
de I'expression « espace de Minkowksi ». 

^Ces deux types d'orbifolds sont expliques a la sous-section 2.6.1. 
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meme si ces orbifolds n'etaient pas stables, la quantification de la corde dans 
ces geometries fournirait des indices quant-a leur destin. 

L'espace de Misner a I'avantage sur I'orbifold null de presenter une geometric 
simplifiee de Big Crunch/Big Bang, comme nous aurons I'occasion de I'expli- 
quer en detail a la section 3.2. II constitue ainsi un cas d'ecole de singularite 
cosmologique. 

La possibilite d'une transition douce {bounce en anglais) a ete etudiee des 
les articles [11, 24] et un scenario d'univers cyclique dans l'espace de Misner 
est evoque dans [25], qui etudie la theorie des champs dans l'espace de Misner. 
Une etude complementaire et des references supplementaires concernant la 
quantification d'un champ dans l'espace de Misner se trouvent dans [19, 20]. 
L'etape suivante consiste a etudier cette possibilite de transition douce dans 
le cadre de la theorie des cordes. II s'agit notamment de savoir si la singularite 
peut etre gommee par des effets de contre-reaction gravitationnelle. 

Plus modestement, nous avons determine dans le cadre de cette these 
les operateurs de vertex et calcule les amplitudes de diffusion a I'ordre des 
arbres. Ce travail [26] est expose a la section 3.2 et une partie des details 
techniques sont abordes dans les sections 2.11 et 2.12.3. 

1.2.2 Modeles Wess-Zumino-Witten 

Les premieres geometries de signature minkowskienne out ete obtenues 
en construisant des modeles WZW a partir du groupe de Lie non compact 
SL(2,M) (qui est aussi AdSa, l'espace anti-de Sitter a trois dimensions) [27, 
28]. II s'agit de variations autour du trou noir a deux dimensions decrit dans 
Particle [27] et appele aussi « le cigare ». 

Ces modeles sont en realite des modeles de WZW gauge. lis sont constru- 
its a partir d'une variete de groupe quotient. Cette notion est proche mais 
distincte de celle d'orbifold. Si on note G le groupe de base^ et H un sous- 
groupe de Lie de G, le modele est construit a partir du quotient G/H. Cette 
construction, dans le cas ou H est le sous-groupe compact maximal d'un 
groupe G non compact, permet de remedier au fait que la representation 

'^Le plus souvent, il s'agit de SL(2,]R), mais on peut avoir par exemple un produit 
tensoriel SL(2,IR) x SU(2), qui correspond a l'espace a six dimensions AdSs x S^. 
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adjointe d'un groupe non compact n'est pas unitaire et d'eliminer ainsi des 
repesentations adjointes de I'algebre des courants des etats de norme negative 
(voir le traitement de [29] dans le cas de SL(2,R)). Par contre, un orbifold est 
un quotient par un groupe discret, comme nous I'avons dit a la sous-section 
1.2.1, et il ne fait apparaitre que de nouveaux secteurs topologiques dans la 
theorie conforme initiale. II est tout a fait possible de construire un orbifold 
a partir d'un modele WZW, gauge ou non. Par exemple [30] est un orbifold 
du modele WZW sur SL(2,M). 

D'autres modeles dependants du temps out ensuite ete construits. lis 
comportent soit une singularite de type orbifold^ R^'^/Z [31, 32, 33, 34], 
soit une singularite de type trou noir BTZ [35, 36, 37, 30, 38]. Le modele 
Nappi-Witten [39] decrit quant-a lui une geometric d'univers en expansion. 

Les modeles WZW out permis egalement I'etude des problemes lies aux 
configurations de Big Crunch/Big Bang [40] dans une approche differente de 
I'orbifold de Misner. [41] montre que dans ce modele la singularite pent etre 
gommee par la presence de flux. 

L'etude de la propagation de la corde dans un modele WZW avec une 
singularite cosmologique type R^'-'^/Z a ete faite dans [42]. Enfin mentionnons 
[43] qui, dans le cadre d'un tour d'horizon des geometries dependantes du 
temps en theorie des cordes, explique comment cette singularite cosmologique 
apparait dans certains modeles WZW. 

Nous n'avons pas etudie de modele WZW dans le cadre de cette these. 
Cependant, comme cet apergu le suggere il existe des liens entre les modeles 
WZW et les orbifolds. Ainsi, comme cela est evoque dans la section 3.2 et 
explique en detail dans Particle [26], certaines amplitudes a I'ordre des arbres 
dans I'espace de Misner peuvent etre obtenues a partir des amplitudes cal- 
culees dans le modele WZW construit et etudie dans [44], grace aux analogies 
formelles entre les deux modeles. 

De meme qu'il existe des analogies avec les orbifolds, certains modeles 
WZW, comme ceux etudies dans [45, 44] sont des modeles d'ondes planes, 
que nous allons exposer dans la sous-section suivante. 



Voir sous-section 2.6.1 pour de plus amples explications. 
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1.2.3 Ondes planes 

Les geometries d'ondes planes ont ete construites dans une approche dif- 
ferente. Au lieu de trouver directement un modele exact avec une description 
en terme de theorie conforme des champs, des geometries ont ete d'abord 
considerees comme des approximations d'ordre dominant en oi des solutions 
exactes des equations classiques du mouvement. II a ensuite ete demontre 
qu'il n'y avait pas de corrections en ol et qu'ainsi ces solutions etaient ex- 
actes. On pent distinguer une premiere phase [46, 47, 48, 49, 50, 51, 52] 
d'une seconde plus recente [53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61] oii ont pu etre 
construites des classes completes de ces geometries. 

Ces ondes planes gravitationnelles, comme les sous-sections 2.6.2, 2.9.4 
permettent de le comprendre, correspondent a des configurations de cordes 
fermees. De maniere analogue, on pent coupler la corde ouverte a des on- 
des planes electromagnetiques (c'est-a-dire la somme d'un champ electrique 
et d'un champ magnetique orthogonaux et de meme intensite), ce que nous 
expliquerons aux sous-sections 2.6.2 et 2.9.3 et obtenir ainsi un modele ex- 
act [62]. En fait le cas particulier de I'onde plane monochromatique avait 
ete etudie des 1974 [6], mais ce n'est qu'apres avoir realise cette propriete 
d'exactitude que des modeles generaux ont ete etudies [63, 64]. 

Dans le cadre de cette these, nous avons examine des configurations d'on- 
des planes electromagnetiques a profil lineaire, generalisant ainsi les config- 
urations de [64]. Nous avons expose les principaux resultats de cette etude a 
la section 3.1. La publication correspondante [66] est reproduite en annexe 
B. 

1.2.4 S-brane de Dirichlet 

II ne s'agit pas d'une quatrieme classe de modele, mais d'un objet defini 
dans I'espace de Minkowski. Le concept de S-brane regroupe divers objets 
qui partagent la propriete d'etre localises dans le temps. Nous y reviendrons 
a la section 3.3. La S-brane de Dirichlet [65] pent etre consideree comme un 
mur infini qui n'existe qu'un instant et sur lequel les extremites des cordes 
ouvertes doivent s'accrocher. Nous definirons precisement cet objet a la sous- 
section 2.10.3. 
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Nous avons, au cours de cette these, essaye de preciser les proprietes de 
cet objet assez particulier car il constitue le plus simple exemple de geometrie 
dependante du temps, une fonction delta de la dependante en temps en 
quelque sorte. Nous avons rassemble nos observations a la section 3.3. La 
publication [66] a laquelle ces travaux ont donne lieu est reproduite en an- 
nexe D. 

1.3 Organisation du memoire 

Comme nous I'avons dit au debut de ce chapitre, les modeles exacts per- 
mettent de suivre les etapes du formalisme perturbatif de premiere quan- 
tification de la corde jusqu'au calcul des amplitudes. En pratique, quelques 
ajustements sont necessaires du fait des subtilites introduites par un mod- 
ele particulier. Ainsi dans ce memoire, nous avons choisi de nous concentrer 
dans le chapitre 2 sur les problemes lies a la resolution du modele. Nous 
suivons ainsi les etapes de I'etude de la corde dans I'espace de Minkowski 
et nous montrons comment elles se traduisent dans les differents modeles. 
Ceci nous permet de remplir un double objectif, celui de se debarasser d'un 
certain nombre de details techniques qui risqueraient d'occulter I'exposition 
des phenomenes physiques et celui de proposer une approche pedagogique ou 
les trois modeles etudies au cours de cette these sont une source d'exemples 
atypiques. 

Ainsi, la physique mise en jeu dans les differents modeles dependants du 
temps, ainsi que certains resultats n'ayant pas leurs places dans le chapitre 
2 sont exposes au chapitre 3. 

Le chapitre 4 presente les perspectives et les developpements ulterieurs 
des travaux realises au cours de cette these. 

Enfin, les annexes contiennent un bref formulaire (annexe A) et les trois 
articles publies au cours de la these [67, 26, 66] (annexes B, C et D). Un 
compte-rendu de conference [68] a ete aussi publie, il n'est cependant pas 
reproduit. 
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Chapitre 2 

Formalisme perturbatif 



Dans cette partie, nous exposons le formalisme de premiere quantifica- 
tion et nous I'illustrons avec les problemes que nous avons rencontres lors 
de I'etude des differentes configurations dependantes du temps. Nous com- 
mengons par etablir un certain nombre de notations et de conventions qui 
seront utilisees dans ce qui suit. 

Nous travaillerons dans un espace-temps, une variete note Al, a D di- 
mensions, de signature {l,d), ou d est le nombre de dimension spatiale, avec 
les conventions habituelles de physique theorique {h — c — 1). Le choix des 
signes pour la signature sera conforme a la convention utilisee en cosmologie : 
(— , -|-, . . . , -|-). Comme nous allons le preciser ci-dessous, la corde definit une 
surface d'univers notee E, parametree par deux coordonnees t et a. a decrit 
un intervalle compact, [0, tt] ou [0, 27r] en general et r parcourt R. L'inter- 
pretation de ces parametres est la suivante : a designe un point de la corde 
a un instant r. Cette corde evolue dans I'espace-temps Ai, appele espace de 
plongement ou espace-cible. Les lettres majuscules de la fin de I'alphabet, 
par exemple X, designeront les coordonnees de plongement de la corde, alors 
que les lettres minuscules de la fin de I'alphabet, par exemple x, designeront 
les coordonnees de I'espace-temps. Les indices /i, v correspondent a des di- 
rections d'espace-temps, tandis que les indices a, h des directions de feuille 
d'univers : uq — T^ui — o. En toute rigueur, la corde est decrite par la courbe 
parametree suivante 

x^^X'^K) (2.0.1) 
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ou sont les fonctions de plongements, mais nous ne ferons pas cette dis- 
tinction et nous appellerons les coordonnees. Nous designerons indif- 
feremment par ± ou i, I'ensemble des directions spatiales ou I'ensemble des 
directions transverses au cone de lumiere, defini plus loin, ou I'ensemble des 
directions spatiales transverses a une hypersurface de genre temps. Notons 
enfin que i' aura un sens bien precis dans le cas d'une configuration de champ 
electrique ou d'orbifold de boost (voir sections 2.6.1 et 2.6.2), sans risque de 
confusion possible. 

2.1 Theorie du point 

L'etude des systemes ponctuels apporte une aide precieuse lorsque nous 
etudions la corde. Non seulement les notions et le formalisme sont similaires, 
mais l'etude du systeme ponctuel constitue par le centre de masse de la corde 
permet, notamment dans le cas de I'espace de Misner (voir la section 3.2), 
d'extraire une partie significative des effets physiques generes par la geometric 
dependante du temps. 

Nous rappelons ainsi le formalisme de ligne d'univers pour les systemes 
ponctuels, qui laisse naturellement place a un formalisme de surface d'univers 
pour la corde, puis nous resumons quelques effets quantiques lies a la presence 
d'un champ electrique ou d'une geometric non triviale. 

2.1.1 Formalisme de ligne d'univers 

Une particule relativiste (de masse non nulle m) est decrite par Taction 
suivante 



ou s est I'abscisse curviligne le long de la trajectoire. Definissons celle-ci par 
la parametrisation x'^ = X'^{t), on a alors 



La forme de cette action suggere qu'on pent considerer la theorie de la partic- 
ule relativiste comme une theorie des champs comportant D champs scalaires 




(2.1.1) 




(2.1.2) 
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definis sur un espace a une dimension, la ligne d'univers. Ce point de vue 
sera particulierement utile lorsque nous traiterons le cas de la corde. Une pro- 
priete importante de cette action est son invariance par reparametrisation de 
la ligne d'univers r' = /(t), ce qui caracterise la ligne d'univers indepen- 
damment de tout systeme de coordonnees. On pent dire que la theorie des D 
champs scalaires est invariante par diffeomorphisme de I'espace sur laquelle 
elle est definie. 

Le traitement quantique de cette action, surtout lorsqu'on la generalise au 
cas de la corde, est difficile. On pent construire une action quadratique plus 
maniable qui possede I'avantage de donner un sens au cas de la particule 
de masse nulle. Cette action quadratique est obtenue en introduisant un 
degre de liberte de jauge rj^r), lie a la metrique unidimensionnelle sur la 
ligne d'univers {rjir) = 7^^(r)) et qui correspond justement a I'invariance 
par reparametrisation de la ligne d'univers de Paction. L'introduction d'une 
notion de metrique sur la ligne d'univers pent sembler artificielle mais nous 
verrons qu'elle prend tout leur sens dans le cas de la corde. 

S^ljd^ (^^g^.u{X)^rX'^^rX'' - rim^^ (2.1.3) 
L'equation du mouvement pour 77 s'ecrit 

g^,,{X)drX''drX'' + ri^m^ = (2.1.4) 

Si Ton remplace la solution pour 77 dans Taction (2.1.3), on retrouve Taction 
initiale (2.1.2). L'action quadratique (2.1.3) est egalement invariante sous 
les reparametrisations de r. Sous la transformation r' = /(r) ou / est un 
diffeomorphisme, les champs X, g et rj se transforment de la fagon suivante 

X"^(r') = X^(r) (2.1.5a) 
9U^')=9,AX) (2.1.5b) 

VV) - ^.(r) (2.1.5c) 

L'expression de Taction de X' et rj' est identique a Texpression (2.1.3). II 
suffit de choisir / telle que 

drf{T)^Xr){t) (2.1.6) 
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ou A est une constante pour que 77' soit une fonction constante. On peut ainsi 
choisir^ la jauge rj — 1. L'equation (2.1.4) s'ecrit alors 

g^^{X)drX^drX'' + = (2.1.7) 

et correspond ainsi a I'annulation du tenseur energie-impulsion de la theorie 
de champs a une dimension definie sur la ligne d'univers. Pour eviter les 
complication inherentes aux espaces courbes (voir sous-section 2.1.3), con- 
siderons le cas ou I'espace de plongement est I'espace plat. Les equations du 
mouvement, dans cette meme jauge, s'ecrivent 

d^X" = (2.1.8) 

et ont pour solutions 

X^' = q''+p^'r (2.1.9) 

On voit alors que la relation (2.1.7) peut etre interpretee comme une relation 
de couche de masse 

p% + m^ = (2.1.10) 

La notation n'est pas le fruit du hasard puisque I'impulsion canonique tt^^ 
conjuguee a X^^ s'ecrit 

7r^ = 9^.drX'' = drX^ (2.1.11) 

Nous pouvons quantifier le systeme dans le formalisme de quantification 
canonique ou dans le formalisme d'integrale des chemins. Comme nous utilis- 
erons surtout le premier dans nos calculs en theorie de cordes et que nous 
utiliserons certains resultats du second, nous presentons les deux formal- 
ismes pour un systeme ponctuel evoluant dans I'espace plat. La quantifica- 
tion canonique covariante consiste a promouvoir au rang d'operateur X^ et 
TT^ et a appliquer la prescription suivante 

[.,.]p.B. (2.1.12) 

^Nous omettons le prime a present. 
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ou [. , .]p.B. designe les crochets de Poisson^ et [. , .] les crochets de commuta- 
tion. X^^ et TT^, qui classiquement verifient la relation suivante, 

[X^{t),X^{t)]p,^, = K(r) ,7r'^(r)]p.B. = (2.1.13a) 
[X^{r),r{r)]p,B.^-v'"' (2.1.13b) 

deviennent des operateurs qui verifient les relations de commutation suivantes 

[X'^(r),X^(r)] = [7r^(r),7r''(r)] = (2.1.14a) 
[Xi'{T),7r''{T)]^ir]'"' (2.1.14b) 

On en deduit les relations de commutation que verifient les modes^ et 

[g^g1 = [^>^p1 = (2.1.15a) 
[q'',p'']=i7]'"' (2.1.15b) 

Les etats quantiques physiques |phys) doivent verifier la condition de couche 
de masse (2.1.10) 

(p'^P/, + m2)|phys) = (2.1.16) 

Dans la representation q, I'operateur s'ecrit —id/dq^ et cette condition 
devient I'equation de Klein-Gordon pour la fonction d'onde ^(g) associee a 
I'etat Iphys). Nous verrons a la section 2.9 comment nous devons adapter ce 
formalisme au cas de la corde. 

L'evolution dans le formalisme d'integrale des chemins est decrite par le 
propagateur entre deux points de coordonnees et x"^. Nous nous plagons 
dans I'espace plat et nous supposons que 

X'^(to) = X'^(ti) = x"^ (2.1.17) 

L'integrale des chemins pour le propagateur entre x^ et x'^ s'ecrit alors 



P{x, x')=M j [Dif^[DX] exp ^ 'dr (^^drX^drX^ - r]m^^ 



(2.1.18) 



^Nous reservons la notation {. , .} pour les crochets d'anticommutation, en depit de la 
notation couramment utilisee pour le crochet de Poisson. 

^Nous ne distingons pas au niveau de la notation les quantites classiques des operateurs 
quantiques correspondants. 
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ou DX represente Y[n=o d-i DX^, [£)/] represente le produit infini formel 
des integrations sur /(r), nTe[ro n] ^[/(''')] constante de 

normalisation. L'integration inclut les degres de liberte de jauge, qu'il faut 
eliminer. Nous fixons la jauge en introduisant une fonction 5 normalisee a 1 



J[Df]Ap,p,{r)f)S{r)f-l) 



(2.1.19) 



ou rj^ifir)) = T]{T)/drf{T) est une simple reecriture de (2.1.5c). De meme 
nous nommons xf I'image de X sous une transformation de jauge (ici une 
simple reparametrisation, voir (2.1.5a)). Nous obtenons alors 



P{x,x')^N J[Drj][DX][Df] 



dr (-drX ■ drX — rjm' 



(2.1.20) 



Comme Paction et la mesure [D?7][DX] sont invariantes sous transformation 
de jauge, nous pouvons remplacer et X par t^'^ et X^ , a condition de traiter 
precisement les bornes d'integration de Taction, 



P{x, x') =Af I [Df] [Drif] [DXf] Ap.p. {rif)S{rif - 1) 

'-fin) / I 



exp 



dr' 

/(ro) V^^(^') 



dr'Xf{T')-dr^Xf{T')-V^{T': 



m 



(2.1.21) 



Nous avons note r' la variable d'integration pour insister sur le fait que 
I'invariance sous transformation de jauge necessite un changement de variable 
dont I'effet est loin d'etre negiigeable. 

Enfin, nous renommons les variables d'integration rj'^ et X^ en p et Y, 
ce qui montre qu'en fait, rien ne depend de / dans I'integrand de I'integrale 
des chemins, sauf les bornes de I'integrale de Taction. Nous pouvons integrer 
sur /(r) pour r e]ro,ri[, ce qui donne un terme infini, car c'est le volume 
du groupe de jauge. Nous definissons Af comme Tinverse de ce volume pour 
eliminer cet infini et ne garder ainsi que la partie pertinente de I'integrale des 
chemins. L'integration sur /(tq) et /(ti) est plus subtile. Pour comprendre 
le sens physique de ces parametres restants, nous integrons sur p, ce qui fixe 
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la jauge a 1, c'est-a-dire rj^ir') — 1 avant qu'on ne renomme les variables 
d'integration. Alors, d'apres la relation (2.1.5c), /'(r) = r]{T) ou encore 



La borne inferieure de Taction, /(tq) = c, correspond a un choix d'origine 
sur la ligne d'univers. On pent interpreter ceci comme les transformations 
/(r) — T + c qui laissent la jauge rj — 1 invariante. De maniere generale, 
il s'agit de degres de liberte correspondant a des symetries non fixees par le 
choix de jauge et qui forme un groupe de symetries residuelles. Dans notre cas 
nous pouvons eliminer cette symetrie residuelle. Nous nous ramenons a une 
borne inferieure egale a par une transformation r' = r— /(tq) et, en utilisant 
le fait que la mesure [DY] est invariante sous cette transformation, nous 
faisons la meme manipulation que precedemment en renommant la variable 
d'integration Y' en X. On peut alors integrer sur /(tq), ce qui produit a 
nouveau un facteur infini, absorbe dans J\f. 

La borne superieure de Taction est alors egale a /(ti) — /(tq) (mais ne 
depend plus de /(tq)), c'est-a-dire a J^^^ ri{f)df, qui correspond a la longueur 
invariante des chemins / = \\x' — x\\, comme le suggere Tinterpretation de r] 
comme une metrique de ligne d'univers. Ce parametre, qui ne peut pas etre 
elimine, correspond de maniere generale a un degre de liberte de jauge qui 
n'est pas contraint par les symetries. II s'agit d'un exemple de parametre de 
Teichmuller ou module. 

Ces deux types de degres de liberte residuels correspondent a la difference 
entre les symetries globale et les symetries locales sous lesquelles Taction est 
invariante. 

II reste un facteur dont nous n'avons pas parle, le determinant de Fadeev- 
Popov Af.p.(I). II correspond a la mesure d'integration de la transformation 
/ dans (2.1.19). Dans notre cas il est egal a 1, mais en general, il contribue 
de fagon importante a Tintegrale des chemins. II est mis sous la forme d'une 




(2.1.22) 




(2.1.23) 
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contribution a Taction en terme de champs appeles fantomes car ils ne veri- 
fient pas le theoreme spin-statistique en theorie quantique des champs. En 
pratique, leur contribution elimine les degres de liberte dont la propagation 
n'est pas physique. Dans nos calculs, y compris lorsque nous nous exposerons 
le formalisme de la corde, cette contribution sera toujours incluse de maniere 
implicite. 

Finalement, I'integrale des chemins s'ecrit 

P{x,x') = dl J [DX] exp j^dTdrX{T) ■ drX{T) - m^^ (2.1.24) 

ce qui donne le resultat habituel^. 

Nous reviendrons sur la construction des amplitudes, sur la procedure qui 
permet de fixer la jauge et sur les parametres residuels en theorie des cordes 
dans la section 2.12. 



Couplage au champ electromagnetique 

En guise d'introduction a la configuration de corde couplee a des champs 
electromagnetiques, nous allons exposer comment le couplage minimal entre 
une particule ponctuelle et un champ electromagnetique s'ecrit dans le for- 
malisme de la ligne d'univers. Le champ electromagnetique F^j, est defini a 
partir d'un potentiel Afj_. A Taction (2.1.3), nous ajoutons le terme <Sem dont 
I'expression est la suivante 

S,^^ JdrA^{X)drX^' (2.1.25) 

et qui modifie les equations du mouvement (2.1.8) de X^ comme nous nous 
y attendions 

g2j^H ^ F^^drX"" (2.1.26) 

Nous avons inclus la charge e de la particule dans la definition du potentiel 

A^. Nous verrons que dans le cas de la corde ouverte (sous-section 2.6.2), le 

couplage au champ electromagnetique se fait de la meme fagon, ou chaque 

extremite de la corde constitue un systeme ponctuel. 

''Un dernier changement de variable r' = t/1 et un prolongement en temps euclidien 
r" = —ir' permettent de retrouver I'expression correspondante (3.1.19) dans le cours [80], 
qui expose le calcul detaille et le resultat (equations (3.1.29) et (3.1.31) de ce m6me cours). 
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2.1.2 Creation de paires dans un champ electrique con- 
stant et uniforme : methode du temps propre de 
Schwinger 

La creation de paires de particules chargees dans un champ electrique 
est un effet decrit dans le formalisme de la theorie quantique des champs. Ce 
phenomene est caracterise par I'amplitude de probabilite pour que, dans I'etat 
de vide de particules avec un champ electrique non nul, aucune paire ne soit 
emise. Notons que la probabilite d'emission de paires pent etre interpretee 
comme la partie imaginaire de I'energie de cet etat de vide. Ce que nous 
allons presenter n'a done pas de lien direct avec le formalisme decrivant une 
particule libre, eventuellement couplee a un champ electromagnetique. 

Dans le formalisme de la corde, nous calculerons egalement la partie imag- 
inaire de I'energie du vide, qui correspond a la production de paires de cordes 
(comme cela a ete mis en evidence pour les cordes ouvertes [69]). Notons que 
I'effet de production de paires n'est pas forcement associe a la presence d'un 
champ electrique, mais nous nous servirons a plusieurs reprises de 1' analogic 
avec un champ d'electron-positron couple a un champ electrique. 

Nous allons done resumer la methode de temps propre introduite par 
Schwinger [70] et le calcul expose dans [71], section 4-3. L'amplitude de prob- 
abilite 5*0 pour qu'aucune paire d'electron-positron ne soit emise dans le vide 
pent etre mise sous la forme suivante 



ou tr comprend une trace sur les etats de spins et une integrale sur la position 
X, valeur propre de X. Le taux de desintegration w est defini a partir de 
de la fagon suivante 



Une definition equivalente, que nous utiliserons a la section 3.3, relie w a la 
fonction de partition du vide J- 




(2.1.27) 




(2.1.28) 




(2.1.29) 
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De fagon reductrice, nous pouvons dire que la methode de temps propre 
se resume a la representation suivante du logarithme d'un quotient 

In ^ = ^ (e-(^+-) - e'^(''+'^)) (2.1.30) 
b Jo s 

ovL la limite e — > est sous-entendue. 

De maniere generale, la methode de temps propre est une representation 
du propagateur de Feynman Gp- De maniere formelle, le propagateur de 
Feynman est I'inverse de I'operateur cinetique ecrit, pour un champ scalaire 
charge par exemple, sous la forme A = 6''^^x — y) (— P^I"^ + — ie) ou 

est la derivee covariante. On pent calculer 

/•oo 

Gp^-A-^^-i dre'^^ (2.1.31) 
Jo 

Gp s'ecrit comme I'operateur d'evolution d'un systeme dont I'hamiltonien 
est A. Schwinger propose une formulation plus rigoureuse, en definissant le 
noyau K{x,y]T) = {x\e'^^\y). Ce noyau verifie I'equation de Schrodinger 
suivante 

-idrK{x, y- r) = ip^V^ - m^)K{x, y- r) (2.1.32) 
avec pour condition initiale 

X(x,y;0+)=5(^)(x-y) (2.1.33) 
Le propagateur de Feynman s'ecrit alors 

Gp{x,y)^ / dTK{x,y;T) (2.1.34) 

Nous pouvons faire le lien avec I'integrale des chemins dans le formalisme de 
ligne d'univers : Gp est le propagateur (2.1.24) et K I'integrand de I'integrale 
sur I, a condition de renommer Z en r et la variable d'integration r en f. 

Revenons au calcul de la probabilite w de creer des paires par unite de 
volume et de temps. La representation en temps propre de Schwinger per- 
met de mener un calcul non perturbatif en E, intensite du champ electrique 
constant et uniforme. Le resultat ne depend finalement pas de x 

7-l2 °^ 1 

aE'' \ - 1 
w = > — exp 

n=l 

OU e est la charge de I'electron, m sa masse, et a la constante de structure 



/ nTTm \ 
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2.1.3 Notions de theorie des champs dans les espaces- 
temps courbes 

Comme nous I'avons evoque a la sous-section precedente et comme nous 
I'expliquerons en detail dans les sections suivantes, la theorie des cordes pent 
etre consideree comme une theorie de champs et si I'espace de plongement 
n'est pas plat, nous devons tenir compte des effets de la geometric sur la 
quantification des champs X^. Comme dans le cas de production de paires 
dans un champ electrique, il s'agit d'une etude semi-classique, c'est-a-dire 
que nous decrirons les eff'ets provoques par une configuration classique du 
champ gravitationnel sur un champ quantique, en nous inspirant du traite- 
ment expose dans I'ouvrage [72]. 

Geometrie dependante du temps, transformation de Bogolioubov 
et production de particules 

L'action d'un champ scalaire d>{x) de masse m dans un espace courbe 
dote d'une metrique Qnv^x) s'ecrit 

S^\j d^'x^/^^ [g>'''^''^d^<i>ix)d,<i>ix) - {^Rix) + m^) <p\x)] (2.1.36) 

ou ^ est un facteur numerique, it! le scalaire de Ricci et g le determinant de 
la metrique. L'equation du mouvement verifiee par est 

[O + rn^ + CR{x)] (pix) ^ (2.1.37) 

ou = g'^^V ^Vycj) = \f--g [^/^ g^^di,(j)]. Nous pouvons distinguer deux 
cas particuliers 

- le couplage minimal C = 

- le couplage conforme ^ = a{d-i) ' ^i'^si nomme car les equations du 
mouvement (2.1.37) sont invariantes sous une transformation conforme 
g'^y{x) = fl'^{x)gfj,^{x), a condition que le champ (j) se transforme de la 
fagon suivante (f)\x) — Q^^~^^/'^{x)4>{x). 

Si nous supposons que I'espace-temps est globalement hyperbolique, c'est- 
a-dire qu'il admet une foliation R x E ou E est une hypersurface de genre 
espace et R represente I'axe d'une coordonnee temporelle nous pouvons 
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generalise! le produit scalaire 

{(f>,tP)^-i J di:^Jg^{x) n''(f>{x)d^iP{x) (2.1.38) 

ou r?/* est iin vecteur unitaire dirige vers les croissants (le futur) et orthog- 
onal a E. De meme que dans I'espace plat, nous ponvons trouver une base 
orthonormale de solutions Up{x) de (2.1.37) qui verifient ainsi 

{up,Ug) = 5pg , (m*,m*) = -5pg , iup,u*g) = (2.1.39) 

Les indices p et g representent I'ensemble des quantites qui distinguent les 
solutions. Le champ pent alors etre developpe selon ces modes Up{x) 

(P{x) = J2 (^pM^) + (2.1.40) 
p 

et quantifie en imposant les relations de commutations suivantes 

[ap, al,] = dpp' (2.1.41) 

Nous pouvons alors construire a partir de la un etat du vide |0)u, un espace 
de Fock et definir les memes quantites que dans I'espace plat. Cependant, 
I'analogie s'arrete ici. En effet, dans I'espace de Minkowski, le systeme de 
coordonnees cartesien {t, x, y, z) tient une place particuliere, liee au groupe de 
Poincare sous Taction duquel la metrique plate est invariante. A ce systeme de 
coordonnees correspond un ensemble de solutions, les ondes planes e*'^'^"*'^*, 
qu'il est facile de diviser en solutions de frequence positive a; > et solutions 
de frequence negative a; < 0. Ces diverses definitions sont absolues, c'est-a- 
dire valable dans tout I'espace plat, quel que soit I'observateur inertiel. 

Par contre, dans un espace courbe (ou pour un observateur non inertiel), 
il n'existe aucun systeme de coordonnees privilegie. Meme si I'espace admet 
un groupe de symetrie, singulariser un systeme de coordonnees n'a pas de 
sens en relativite generale. Ainsi, une autre decomposition du champ en 
terme de modes bg est tout aussi valable 

<P{x) = J2bgVg{x) + blv;{x) (2.1.42) 
g 
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Nous definissons alors un nouveau vide |0)^, qui verifie 6q|0)„ = pour tout 
g, et un nouvel espace de Fock. Comme les deux ensembles de solutions sont 
des bases de I'espace des solutions, il existe une transformation lineaire qui 
les relient. Cette transformation est appelee transformation de Bogolioubov. 
Elle s'ecrit 

Vq = ^2 OiqrUr + ^qrU^ (2.1.43) 
r 

ou encore, pour les modes, 

r 

Les coefficients a ei (5 peuvent etre calcules a partir des formules suivantes 

OCqr = {Vq,Ur) , l^qr = -{Vq,ul) (2.1.45) 

et verifient les proprietes suivantes 

^(ftpr-O;*^ - (^pr(^*qr) = ^pq (2.1.46a) 
r 

Y,{(^pAr - PprC^lr) = (2.1.46b) 

r 

Cette ambiguite dans le developpement du champ se traduit physiquement 
par un phenomene de production de particules. En effet la valeur moyenne 
dans le vide |0)^ de I'operateur Np = a^a^ pour le nombre de particules dans 
le mode Up vaut 

v{0\Np\0), = J2\Pip\^ (2-1-47) 

Nous voyons que cette production de particules est generique : elle apparait 
des qu'un coefficient (3 est non nul. Si nous considerons cette production, 
non comme un effet d'une geometric dependante du temps, mais comme 
un choix de referentiel (inertiel ou non), la situation ou un observateur 
mesure la presence de particules alors qu'un autre ne mesurera rien est tout 
a fait generale. Le concept de particule en relativite generale est done prob- 
lematique, puisqu'il est lie a I'observateur, au choix particulier d'une de- 
composition en modes, ou encore d'un systeme de coordonnees. En effet, la 
reponse d'un detecteur de particule lie a un observateur particulier, donnee 
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par I'operateur N — a^a, depend de la decomposition en modes du champ 
et done de la base de solution qui correspond a cet observateur (adaptee par 
exemple a sa ligne d'univers). Les modes sont definis sur I'espace-temps com- 
plet, ou du moins sur un large domaine de celui-ci, ce qui explique pourquoi 
le concept de particule est global et ne pent servir de sonde liable de I'etat 
quantique du champ (f). Pour cela, il faut definir des grandeurs locales, par 
exemple la valeur moyenne du tenseur energie-impulsion (0|T^,^(x)|0). Nous 
ne n'entrerons pas plus dans les details. 

En effet, les configurations que nous avons etudie en theorie des cordes 
(voir section 3.2) correspondent a des espace-temps asymptotiqnement plat, 
ou nous pouvons donner un sens physique plus precis a la notion de particule. 
A I'infini passe et futur, I'espace est plat et nous pouvons choisir le vide 
commun a tous les observateurs inertiels^, dans lequel la notion de particule 
est correctement definie. Nous definissons ainsi un vide in, correspondant an 
vide de I'espace plat dans I'infini passe, et un vide out correspondant au vide 
de I'espace plat dans I'infini futur. La decomposition du champ s'ecrit ainsi 

(f){x) = J2 «(^) + afiK^Ti^) (2.1.48a) 
p 

(i){x) = «rv*(^) + «rVr)*(^) (2.1.48b) 
p 

ou 

uf{x) (X 6-'"^*"^° ^ -00 (2.1.49a) 
ii°"*(x) (X 6-*'^°"*^° x° ^ +00 (2.1.49b) 

(2.1.49c) 

Les modes in et out sont relies par une transformation de Bogolioubov, qui 
encode la production de particules entre I'infini passe et I'infini futur. Ainsi, 
si nous partons d'un etat de vide a I'infini passe, nous obtenons un etat 

^Ce vide est Vun des vides qu'il est possible de definir dans I'espace de Minkowski, 
mais c'est le seul qui soit commun a tous les observateur inertiels. II suffit en fait que 
I'espace asymptotique admette un vide privilegie et une definition naturelle des etats de 
particules, sans 6tre forcement plat, mais nous n'aurons pas besoin de ce raffinement pour 
notre etude. 



30 



2.1 Theorie du point 



contenant generalement des particules a I'infini futur et ces particules ont 
ete produites par la geometrie intermediaire. 

Notons que cette configuration d'espace-temps asymptotiquement plat 
permet de traiter plusieurs problemes interessants, comme la radiation de 
Hawking des trous noirs ou la production de particules provoquee par I'ex- 
pansion cosmologique. 

Vide adiabatique et vide conforme 

Dans ce dernier cas de I'expansion cosmologique, I'espace-temps ne com- 
porte pas forcement de regions statiques in et out. Si Ton choisit une base 
de solutions, le vide et les etats de Fock correspondants n'ont pas en general 
de signification physique directe. Cependant, il existe dans ces geometries 
une classe d'observateurs privilegies, ceux lies aux referentiels comobiles. La 
notion d' observateur comobile est celle qui se rapproche le plus de la notion 
d'observateur inertiel dans I'espace de Minkowski. C'est pourquoi nous nous 
attendons a ce que la notion de particule ait un sens pour ces observateurs. 
Deux approches permettent alors de resoudre ce probleme. 

La premiere consiste a considerer le cas ou I'expansion est tres faible. Dans 
la limite ou I'expansion est nulle, nous retrouvons I'espace plat, ou le concept 
de particule est bien defini. Nous nous attendons alors a ce qu'il soit possible 
de definir le concept de particule de maniere approche lorsque I'expansion (ou 
de maniere generale la variation de la geometrie) est tres petite. Pour cela, 
nous construisons une base de solutions qui minimise la production totale de 
particules. Precisons un peu cette construction dans le cas d'une geometrie 
de Robertson- Walker a section spatiale plate avec un champ scalaire qui a 
un couplage gravitationnel conforme. La metrique s'ecrit 



ou represente indifferemment I'ensemble des directions spatiales et le vecteur 
correspondant. En definissant un temps conforme rj de la fagon suivante 



ds^ = dt^ - a'{t)d{x'f 



(2.1.50) 




(2.1.51) 



on pent mettre la metrique sous la forme 



ds'' ^C{r]){drf -d{x'f) 



(2.1.52) 
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avec C{r]) — a?{r]). Les solutions des equations du mouvement s'ecrivent 

u,. = (27r)(^-^)/2C(2-^)/^(r;) e^''^'Uri) (2.1.53) 

ou A; = ^fc verifie 1' equation suivante 

d% + ^l^k^^ (2.1.54) 

avec cufc = /c^ + C{r])m'^. L' approximation adiabatique consiste a negiiger 
les variations de la solution formelle de type WKB (generalisation de I'onde 
plane) donnee par I'expression suivante 

a = {2Wk)-'^ exp (^-i y Wkiv)dri^ (2.1.55) 
ou Wk satisfait 1' equation non lineaire suivante 

La borne inferieure de I'integrale, non specifiee, correspond a un facteur de 
phase arbitraire. Sans entrer plus dans les details, mentionnons qu'on pent 
mener un developpement lorsque T — > oo, ou T est un parametre de faible 
variation introduit en remplagant rj par rj' — rj/T. Ainsi, quelle que soit la 
fonction C(77), Clrj') et toutes ses derivees varient infiniment pen dans la 
limite T ^ oo. Dans ce developpement, le terme en T"" est appele terme 

(0) 

d'ordre adiabatique n. A partir de I'approximation d'ordre zero, Wj^ — cuk, 
nous voyons que I'ordre adiabatique n correspond au nombre de derivees de 
C dans I'expression deWj^^'l Nous pouvons ecrire en general la relation entre 

(n) 

les solutions exactes et les solutions approchees , obtenues a partir la 
solution d'ordre adiabatique n 

MV) = 4'\v) + P^:\v) 4'^\v) (2.1.57) 

6t (3j^\'r)) sont des constantes a I'ordre n, car u^^^ est solution de 
I'equation du mouvement a ce meme ordre. 

Nous pouvons a present construire le vide adiabatique. Partons d'un en- 

(n) 

semble de solutions ul. a I'ordre adiabatique n. Nous choisissons ensuite un 
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instant rjo quelconque et nous posons 



4")(r^o) = l + 0(T-("+i)) 



(2.1.58a) 
(2.1.58b) 



Nous construisons ensuite Uk a partir des solutions approchees. Tout d'abord, 
nous definissons Uk par (2.1.57). Ainsi Uk est pour I'instant defini seulement en 
770. Nous determinons alors a et (3 pour tout r] de fagon a ce que les Uk forment 
une base de solutions exactes de I'equation du mouvement. Ces solutions 
sont appelees modes adiabatiques de frequence positive. Nous insistons une 
nouvelle fois sur le fait qu'il s'agit de solutions exactes. Xous pouvons alors 
tout a fait construire le vide |0)ad. correspondant. Ce vide constitue une 
approximation adiabatique an vide in des regions statiques et est appele 
naturellement vide adiabatique. 

A ce stade nous pouvons faire deux remarques 

- Nous pouvons definir une infinite de vide adiabatique pour un ordre 
n fixe. En effet, a chaque choix de la valeur 770 correspondra un vide 
adiabatique a priori different des autres. 

- Bien qu'un vide adiabatique soit moins precis qu'un vide in ou out, sa 
representation des particules physiques (mesurees par des detecteurs 
de particules dans un referentiel comobile) est la meilleure disponible 
si I'espace-temps n'a pas de regions in et out. 

La seconde approche au probleme de la definition du concept de particules 
consiste a exploiter les symmetries eventuellement presentes et selectionner 
ainsi une base de solutions et des etats de particules de maniere canonique. 
Nous nous concentrerons sur le cas d'un champ a couplage conforme, ce 
qui correspond aux configurations que nous etudierons en theorie des cordes. 
La metrique pent s'ecrire sous la forme suivante 



Comme nous avons suppose que le champ etait invariant sous les transforma- 
tions conformes (ce qui suppose qu'il soit de masse nulle), on pent se ramener 
par une transformation conforme qui change en 0' a I'equation du mou- 
vement dans I'espace plat pour 0'. Le champ se decompose alors sur une 



(2.1.59) 
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base de solutions d'onde plane modulo un facteur conforme 



(2.1.60) 



k 



ou est proportionnel a e . Le vide associe a ces modes est appele vide 
conforme. 

Notons que meme un detecteur de particules comobile enregistrera en 
general la presence de particules dans le vide conforme. Par contre, si un 
champ est a un instant donne dans I'etat de vide conforme, il le restera a 
tons temps et il n'y aura pas de production de particules. Ceci est interprete 
de la fagon suivante dans une configuration ou I'expansion cosmologique cesse 
de fagon douce. 

Un detecteur mis en marche apres I'expansion n'enregistrera aucune par- 
ticule. L'eventuelle reponse d'un detecteur mis en marche pendant I'expan- 
sion n'est alors pas pertinente : elle est I'artefact de la disparition du sens 
intuitif du concept de particules dans les regions de courbure non nulle. 

Nous rencontrerons ces problemes lies aux espaces courbes dans notre 
etude de I'espace de Misner en theorie des cordes que nous exposons dans la 
section 3.2. Les modes zeros de la corde twistee^ sont decrits par la theorie 
quantique de la particule chargee dans I'espace de Rindler, mais nous n'en 
exposerons pas les details. Nous nous bornerons a citer les resultats utiles 
dans la section 3.2. Un traitement complet est donne dans [73]. 

2.2 Cordes et action sur la feuille d'univers 

De la meme fagon que le mouvement classique d'une particule ponctuelle 
est decrit par une action proportionnelle a la longueur de la ligne d'univers, 
le mouvement classique d'une corde est decrit par une action proportionnelle 
a la surface de la ligne d'univers. Cette action est appelee action de Nambu- 
Goto 




(2.2.1) 



^Nous conservons le terme anglais. II est defini a la sous-section 2.6.1. 
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ou hab est la metrique induite sur la surface d'univers par le plongement dans 
I'espace-cible 

hab = daXi'dbX^ (2.2.2) 

et aussi note T est la tension de la corde. a' est appelee la pente de 
Regge, allusion a la tentative de decrire des series de resonance en physique 
des particules par des modeles de cordes appeles modeles duaux. Comme pour 
la particule ponctuelle, on pent obtenir une action quadratique, V action de 
Polyakov^ , en introduisant une metrique 7 sur la feuille d'univers 

«Sp = j drda^^'^daX'^dbX^ (2.2.3) 

Cette action est invariante sous les symetries suivantes 
invariance de Poincare 

X'^iT, a) = A^X"(t, a) + a" (2.2.4a) 
iah{r.(j)^lab{r,a) (2.2.4b) 

- invariance par diffeomorphisme de la feuille d'univers 

X'^(r',a') =X'^(r,a) (2.2.5a) 
^i^a^-^iM\<^')-la,M (2.2.5b) 

- invariance de Weyl de la feuille d'univers 

X'^{T,a) = X'\r,a) (2.2.6a) 
7:,(T,a) = e2'^(-"^)7a6(r,a) (2.2.6b) 

pour a;(r, a) arbitraire 
L'action de Nambu-Goto possede les deux premieres symetries mais pas 
la troisieme. Cette troisieme symetrie provient du fait que deux metriques 
de feuille d'univers image I'une de I'autre par une transformation de Weyl 
definissent le meme plongement dans I'espace-cible. 



^Polyakov a developpe le formalisme d'integrale des chemins correspondant a cette 
action, mais celle-ci a ete trouvee par Brink, di Vecchia, Howe, Deser et Zumino. 
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Nous pouvons considerer Taction (2.2.3) comme definissant une theorie de 
D champs scalaires definis sur un espace courbe a deux dimensions. L'invari- 
ance sous les symetries permet de se ramener a une metrique plate ^ab — Vab- 
C'est lajauge unitaire. La symetrie de Weyl permet de se ramener a une jauge 
dite conforme 7o6(c) = e'^'^^'^^rjab pour laquelle le tenseur de Riemann Rabcd 
de la feuille d'lmivers est nul. Comme nous le verrons plus en detail dans 
la sous-section 2.8.2^, une fois que la jauge imitaire pour la metrique a ete 
choisie, il reste une symetrie residuelle sous laquelle Taction est invariante : 
la symetrie conforme (en toute rigueur, il faut prolonger analytiquement la 
coordonnees de temps propre r pour se ramener a ime surface euclidienne). 
La theorie definie sur la feuille d'univers est ainsi une theorie conforme des 
champs, ce qui permet d'utiliser toute la puissance du formalisme associe 
(voir section 2.8). 

D'autre part, la procedure de Fadeev-Popov qui permet de fixer la jauge 
introduit des champs de fantomes et la quantification rigoureuse de Taction 
complete (matiere et fantomes) necessite d'introduire la symetrie de Becchi, 
Rouet, Stora et Tyutin (BRST) et la quantiJi,cation BRST associee. Xous 
n'exposerons cependant pas ce formalisme et nous nous restreindrons au for- 
malisme plus simple dit d'ancienne quantification covariante, qui introduit 
des regies a priori arbitraires mais justifiees par le formalisme complet et qui 
suffit a saisir les problemes que nous nous sommes poses. 

Jusqu'a la section 2.8 nous supposerons la metrique de la feuille d'univers 
fixee par choix de jauge a la metrique plate = Vab- Nous allons voir que 
cela simplifie Taction (2.2.3). Nous introduisons les coordonnees du cone de 
lumiere sur la feuille d'univers 

a^ = a±T (2.2.7) 
La metrique a alors pour composantes 

77++ = 77__ = , 77+_ (2.2.8) 

et on definit 

di = ^{d„±dr) (2.2.9) 

^Ce point est lie a I'identification de symetries et parametres residuels, que nous avons 
explique a la sous-section 2.1.1 dans le cas de la particule ponctuelle et que nous exposerons 
brievement dans le cas de la corde a la sous-section 2.12.2. 
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2.3 Supercordes : action supersymetrique 



L'action (2.2.3) s'ecrit alors 



5p = 



— / d^ad+X^d. 
Ta' J 



X, 



(2.2.10) 



ou (Pa — da-da+ — 2dTda. 

2.3 Supercordes : action supersymetrique 

Nous introduisons des maintenant la version supersymetrique de la theorie 
des cordes. En effet, cela permet de definir des theories ne comportant pas 
de tachyons, particules de masse carree negative, comme nous le verrons a 
la section 2.9.9. Nous distinguons ainsi la corde bosonique ainsi nommee car 
elle ne decrit que des degres de liberte bosoniques, de la supercorde ou corde 
supersymetrique. Par souci de simplicite, nous nous restreindrons souvent 
a la theorie de la corde bosonique, I'extension a la theorie supersymetrique 
etant sous-entendue. Ce n'est que pour la configuration de la S-brane (voir 
section 3.3) dans I'espace de Minkowski que nous utiliserons explicitement 
le formalisme supersymetrique. Nous allons, conjointement aux difi^erentes 
configurations de la corde bosonique, exposer successivement les elements 
du formalisme de la supercorde en supposant toujours que I'espace-cible est 
I'espace de Minkowski. 

II existe deux manieres d'introduire la supersymetrie en theorie des cordes. 
Ou bien nous construisons une supersymetrie sur la feuille d'univers, c'est 
le formalisme de Ramond-Neveu-Schwarz (RNS), ou bien nous construisons 
une supersymetrie dans I'espace-cible, c'est le formalisme de Green- Schvjarz 
(GS). Nous n'avons utilise que le premier, c'est pourquoi nous ne decrirons 
que celui-ci et nous sous-entendrons dans des expressions comme « Paction 
supersymetrique » qu'il s'agit de I'objet dans le formalisme RNS. Nous invi- 
tons le lecteur a se reporter par exemple a [1, 2] pour une exposition detaillee 
du formalisme GS par leurs auteurs. 

Nous ne detaillons pas comment fixer la jauge. Apres cette operation, 
Faction supersymetrique s'ecrit^ 




(2.3.1) 



9 



Les conventions correspondent a [1]. 



37 



2 Formalisme perturbatif 



ou ip est un spineur de Majorana sur la feuille d'univers et les matrices 




foiirnissent une representation de I'algebre de Clifford a deux dimensions. 
Dans cette base, le spineur if) a pour composantes 

(2.3.3) 

L'action (2.3.1) est invariante sous la transformation de supersymetrie suiv- 
ante, ecrite sous forme infinitesimale, 

dX^" = -eV^'^ , dil}^' = ip^'daX'^e (2.3.4) 

on e est un spineur de Majorana constant. 

Comme pour Taction bosonique (2.2.3), on pent mettre cette action sous 
une forme plus simple en introduisant les coordonnees du cone de lumiere (7± 
sur la feuille d'univers et utilisant les composantes 'il)± 

= j d'a (^d.X'^d+X, - '-r-d+^-,, + '^r+d-^+,,^ (2.3.5) 

2.4 Equations du mouvement 
2.4.1 Pour la corde bosonique 

L'equation du mouvement pour la metrique 'jab impose I'annulation du 
tenseur energie-impulsion^^ associe a la theorie des champs definie sur la 
feuille d'univers, ce qui, dans la jauge unitaire, s'ecrit 

Tab = (daXi^d^X^ - ^rjabd.X'^d'X^^ = (2.4.2) 

^°Nous supposons que nous sommes dans un espace-cible a dix dimensions ou un spineur 
peut 6tre a la fois de Majorana et de Weyl. Nous verrons a la sous-section 2.8.6 que cette 
hypothese est a posteriori justifiee. 

^^Nous definissons le tenseur energie- impulsion comme dans [3] 

T«^ = -47r^/^f^ . (2.4.1) 
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2.4 Equations du mouvement 



La trace du tenseur energie-impulsion est nulle a cause de I'invariance de Tac- 
tion sous la symetrie de Weyl. Nous pouvons resumer I'equation precedente 
par les relations suivantes 

{drX" ± d^X^f = (2.4.3) 

Elle est appelee contrainte de Virasoro pour des raisons que nous expliquerons 
plus loin (voir section 2.8). II s'agit de la contrepartie en theorie des cordes 
de la relation de couche de masse pour la particule relativiste (2.1.10). Nous 
nous en servirons pour determiner la masse des etats de la corde apres quan- 
tification (voir section 2.9). 

Mentionnons les composantes du tenseur energie-impulsion dans les co- 
ordonnees du cone de lumiere a±. 

r++ = -^d+Xf^d+X^ (2.4.4a) 
a 

r__ = ^(9_X^(9_X^ (2.4.4b) 

r+_ = T_+ = (2.4.4c) 

Sous cette forme le lien avec le formalisme de la theorie conforme des champs 
apparaitra de maniere explicite (voir sous-section 2.8.6). 

L'equation du mouvement pour les coordonnees X^^ decrit la propagation 
classique de la corde 

(dl - dDX^" = (2.4.5a) 



ou encore 



d-d+X" = (2.4.5b) 



2.4.2 Pour la supercorde 

De meme, l'equation du mouvement pour la metrique impose que les 
composantes du tenseur energie-impulsion 

7V+ = i (^d^X^d+X^ + (2.4.6a) 

T__ = 1 (^d_X>^d_X^ - '-r-d-i'-,^^ (2.4.6b) 
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2 Formalisme perturbatif 



soient nulles. A I'invariance par supersymetrie correspond la conservation du 
courant de Noether associe, appele supercourant 

a_ J+ = , d+J- = (2.4.7) 

ou 

J+ = ^^+9+X, (2.4.8a) 
/2 

J_ = (2.4.8b) 

Notons qu'il ne s'agit pas sous cette forme d'une equation du mouvement, 
mais il est possible d'introduire un champ auxiliaire note habituellement 
B qui permettent de faire apparaitre ces equations comme des equations du 
mouvement et definir ainsi des transformations de supersymetrie hors couche 
de masse. Nous n'utiliserons pas cette subtilite. 

L'annulation de 7++, T , J+ et J_ constituent la version supersymetrique 

de la contrainte de Virasoro. Nous verrons a la sous-section 2.8.7 qu'a Taction 
supersymetrique (2.3.5) correspond une theorie de champ superconforme. 

Les equations du mouvement pour les fermions s'ecrivent 

d+ip'l = (2.4.9a) 
d^i/j'^ = (2.4.9b) 

2.5 Conditions au bord partie 1 : corde libre 
dans un espace plat et dans un espace com- 
pactifie 

Lorsqu'on calcule la variation de Taction pour obtenir les equations du 
mouvement (2.4.5), des termes supplementaires apparaissent. Pour les an- 
nuler, il faut imposer des conditions au bord qui vont contraindre le mouve- 
ment de la corde. Ces termes s'ecrivent 



/ 



dr [daX^ir, a = l)bX,,{T, a ^ I) - d^X^ir, a = 0)5X^(t, ct = 0)] = 

(2.5.1) 
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2.5 Conditions an bord partie 1 : corde libre dans un espace plat et dans 

un espace compactifie 



on (7 e [0, 1] decrit la corde. 

II existe deux manieres de satisfaire cette equation. Ou bien les coordon- 
nees sont periodiques et dans ce cas I'invariance conforme nous permet de 
fixer I — 27r, 

X'^(r,cr + 27r) =X^(r,cT) (2.5.2) 

Nous obtenons une corde fermee. Ou bien les coordonnees doivent satisfaire 
les conditions suivantes 

d^X^'ir, a = aa)5X^{r, a = (7„) = a = 0, 1 (2.5.3) 

avec (To = et (7i = TT (nous avons cette fois choisi de fixer I — tt). II s'agit 
alors d'une corde ouverte. Pour chaque coordonnee, chacune des extremites 
verifie une condition au bord de Neumann 

d,X^(r,a^aa)^0 (2.5.4) 

ou une condition au bord de Dirichlet 

5X^{T,a ^aa) ^0 (2.5.5) 

qu'on pent ecrire aussi 

X^^{T,a = aa)=q'' (2.5.6) 

Dans ce dernier cas, I'extremite de la corde est fixee sur un hyperplan per- 
pendiculaire aux directions selon lesquelles sont imposees les conditions de 
Dirichlet. Get hyperplan est appele D-brane si toutes les directions perpen- 
diculaires sont spatiales ou S-brane de Dirichlet si I'une des directions per- 
pendiculaires est la direction temporelle Nous expliquerons plus en detail 
I'origine de ces objets en theorie des cordes a la section 2.10. 

Dans toute cette section et la suivante, nous exposons diverses conditions 
au bord pour la corde bosonique et nous reservons le cas de la supercorde, 
que nous supposerons libre dans un espace plat, pour la section 2.7 
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2.5.1 Solutions des equations de mouvement pour la 
corde libre dans un espace-cible plat 

Corde fermee 

Les solutions des equations du mouvement pour la coordonnee X^^ d'une 
corde fermee s'ecrivent^^ 

X''{T,a)^q'' + aYr + iJ^ J2 ^ e-^"^^-^) + ^ e-^"(^+^) (2.5.7) 

nez\{o} 

Corde ouverte 

Les solutions de I'equation du mouvement pour pour la coordonnee X'^ 
d'une corde ouverte s'ecrivent 

- pour des conditions de Neumann a chaque extremite 



X''{T,a)^q^ + 2aYT + iV2^ J2 — e"'"^cosn(7 (2.5.8) 

neZ\{0} ^ 

- pour des conditions de Dirichlet a chaque extremite {X^{t, aa) = q^) 

^ + ~ ^° (7 - V2^ y ^e-'"^ sinner (2.5.9) 

nez\{o} 

- pour una condition de Neumann en cr = et une condition de Dirichlet 
X''{T,7r) = xl 



X^(r, a) = + iv^y e-'('*+^)^ cos f n + - V (2-5. 



10) 



- pour une condition de Dirichlet X'^(r, 0) = Xq et une condition de 
Neumann en cr = tt 



X^'ir, a) = q^- ^2^ V e-^("+^)^ sin + - V (2-5.11 

n + ^ \ 2 J 



^^Nous reviendrons dans la sous-section 2.9.1, note de pied de page 29, sur les facteurs 
qui apparaissent dans ces expressions et les suivantes. 
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2.5 Conditions an bord partie 1 : corde libre dans un espace plat et dans 

un espace compactifie 



Notons que pour la corde fermee (2.5.7) et la corde ouverte avec des 
conditions de Neumann (2.5.8), les deux premiers modes et decrivent 
le mouvement d'un systeme ponctuel (voir (2.1.9)), le centre de masse de 
la corde. L'interpretation suivante, valable pour les deux premiers types de 
cordes ouvertes (2.5.8) et (2.5.9), nous sera tres utile lors de notre etude des 
configurations d'ondes planes electromagnetiques (voir section 3.1) : si nous 
annulons les modes a ou a, qui decrivent des oscillations, les modes restants, 
appeles aussi modes zero, decrivent un « segment rigide », soit en mouvement 
rectiligne uniforme, soit attache a des D-branes. Nous utiliserons par la suite 
le terme « approximation de la corde rigide ». 



2.5.2 Corde fermee libre dans un espace plat compact- 
ifie 

Bien qu'elle ne corresponde ni a un espace courbe, ni a une geometrie 
dependante du temps, la compactification toroidale joue un role fondamental 
en theorie des cordes^^. 

Considerons une direction particuliere X^^° . L'indice sera omis des a 
present. Compactifier la direction c'est lui donner la topologie du cercle 
par I'identification 

^ + 27ri?'' (2.5.12) 

ou est le rayon de compactifi,cation. Cette terminologie correspond au 
plongement d'une variete de topologie M" x dans R""*"^ ou la variete appa- 
rait comme un cylindre (un tore a partir de deux directions compactifiees) . 
Les solutions (2.5.7) deviennent alors 

X''{T,a) = q'' + a'^T + nw''R''a + iJ^ J2 ^ e-'"^^-'^) + ^ e-'"(^+'^) 

n6Z\{0} 

(2.5.13) 

est le nombre d'enroulement de la corde autour de la direction compacte. 

Le fait que I'impulsion est egale a ^ pent etre compris de la fagon suivante. 

^^notammcnt pour construirc des modeles phenomelogiques ou sur les dix dimensions 
que doit comporter I'espace-cible pour des raisons que nous evoquons a la sous-section 
2.8.6, six peuvent fitre reduites a un tore dent les dimensions sont inferieures aux bornes 
experimentales. 
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2 Formalisme perturbatif 



A partir de la fonction d'onde quantique e*^'^ correspondant a une particule 
libre se propageant dans I'espace plat R^''', on construit la fonction d'onde 
invariante sous I'identification (2.5.12) par superposition des images dans 
I'espace de recouvrement de la variete compactifiee, ici I'espace de Minkowski, 

(P{x) = e'P^-''^ J2 e^'''"'^"'(^''+2'^"^'') (2.5.14) 

Une resommation de Poisson nous donne le resultat attendu 

(f)(x) = e^P^-^^e^^'^''^'''^'' J2 Kp^R" - v^) ■ (2.5.15) 

Nous avons suppose qu'une seule direction, designee par /i, etait compactifiee 
et nous avons nomme x± les autres directions. 

Nous avons profite de cette configuration tres simple pour expliquer la 
construction des fonctions d'onde quantique correspondant aux modes zeros, 
bien que nous anticipions sur la quantification canonique traitee a la section 
2.9. Nous I'avons adaptee au cas de la corde dans I'espace de Misner (voir 
sous-section 2.11.2 et section 3.2) et sans detailler les calculs, qui sont simi- 
laires a celui presente ci-dessus, nous indiquerons les modifications a apporter 
aux expressions des operateurs de vertex et des fonctions de correlation. 

2.6 Conditions au bord partie 2 : geometrie 
dependante du temps 

2.6.1 Orbifold 
Trois types d'orbifold 

Nous construisons une variete quotient par I'identification suivante 

Xr^e'^'^-^X (2.6.1) 

ou 

J = /3Jo2 + eJi2 , (2.6.2) 

Joi est le generateur d'un boost selon la direction et J12 est le genera- 
teur d'une rotation dans le plan {x^,x^). Le choix des directions 1 et 2 est 
arbitraire. On distingue alors trois cas. 
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2.6 Conditions an bord partie 2 : geometrie dependants du temps 



Si f3 < 9, il s'agit d'un orbifold eudidien^^ ou d'un orbifold de rotation. 
En effet, par une transformation de Lorentz, on pent se ramener a 



J' = 9' J: 



12 



(2.6.3) 



ou 9' — \J9'^ — P^. Si 9' est rationnel, c'est un orbifold au sens premier 
du terme, sinon on obtient un orbifold note R^/Z (un produit direct 



avec 



sl,d-2 



est sous-entendu). 



- Si /9 = ^, il s'agit un orbifold de genre lumiere ou pour reprendre le 
terme anglais, un orbifold null, note R^'^/Z. 

- Si /3 > ^, il s'agit d'un orbifold Lorentzien ou orbifold de boost, note 
R^'^/Z. On pent se ramener a un boost pur 



J' = P'Ji 



02 



(2.6.4) 



ou (3' — -yZ/S^ — 9'^. L'espace obtenu de cette fagon est un espace cos- 
mologique appele espace de Misner. II presente une singularite de type 
Big Crunch/Big Bang. Nous detaillerons cela a la sous-section 3.2.1. 
Les solutions de cordes fermees verifient la condition de periodicite suiv- 



ante 



X^'ir, (7 + 27r) = e^'^^'^X'^(T, a) , 



(2.6.5) 

ou w est un entier naturel. 

Pour une corde dans le secteur non twiste w — les solutions ont la 
meme forme que dans l'espace plat (2.5.7), mais elles sont restreintes par 
I'invariance de I'orbifold. De meme la fonction d'onde quantique associee aux 
modes zero de la corde est modifiee et, comme nous le verrons plus loin, cela 
modifie les amplitudes de diffusion. 

D'autres solutions sont compatibles avec la condition de periodicite (2.6.5), 
elles correspondent aux secteurs twistes w ^ 0. 



X^ir, a) = e 



E 

nez\{o} 



Wj(7 



U Otr, 



-i(n—iwJ'){T—a) \ 

n — iwj 



-i{n+iwJ){T+a) \ ^^ 

n + iwJ' 



(2.6.6) 



14 



car il peut 6tre defini a partir d'une variete de signature euclidienne 
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Nous appellerons modes zeros les modes ao et ao, bien qu'a strictement 
parler ils ne correspondent pas a 1' approximation rigide. 



Orbifold de boost 

Regardons de plus pres le cas de I'orbifold de boost^^ Nous pouvons 
diagonaliser la matrice en utilisant les coordonnees de cone de lu- 
miere — :^(-'^° ± X^). La variete quotient est obtenu par identification 

~ e^^'^^x^. La condition (2.6.5) s'ecrit alors 

X^(t, (7 + 27r) = e±''^"'^X±(r, a) (2.6.7) 
Les solutions out I'expression suivante, ou Ton a pose u = —w(3, 

X^(T,a) = t\[^y ( ^^a±e-^("±-)(---) + ^^«±e-(-=F-)(-+'^)^ 
nez ^ ^ ^ 

(2.6.8) 

Nous faisons deux remarques. 

- Le cas de I'orbifold de boost pent etre obtenu par continuation ana- 
lytique 9 — > i/i, a partir de I'orbifold de rotation (d'angle irrationnel 
en general), ce qui permet de calculer certaines amplitudes. Nous invi- 
tons le lecteur a se referer a [26] pour un exemple d'utilisation de cette 
propriete. 

- cette expression presente des analogies formelles avec les solutions de 
cordes ouvertes couplees a un champ electromagnetique, analogies qui 
suggerent la quantification correcte des modes zeros des cordes twistes, 
comme nous le verrons a la sous-section suivante et a la section 2.9.7. 



^^Nous invitons le lecteur cherchant une presentation unifiee des trois types d'orbifold 
a consulter [74]. 

^^Dans le cas de I'orbifold de rotation, en introduisant des coordonnees d'espace-cible 
complexe Z = -^{X^+iX"^) et Z = -^{X^—iX"^), il est possible egalement de diagonaliser 
la matrice J. 
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2.6 Conditions an bord partie 2 : geometrie dependants du temps 



2.6.2 Couplage a deux champs electromagnetiques 

Configuration de champs generale 

Commengons par une courte digression. Jusqu'ici nous avons travaille 
dans le cas on I'espace-cible on evoluent les cordes est plat (on possede un 
espace de recouvrement plat). Cependant il est possible de generaliser Taction 
de Polyakov au cas ou I'espace est courbe. Nous introduisons trois champs : la 
metrique g^y{X) , un tenseur antisymetrique hfj^^^X) et le dilaton (un champ 
scalaire) 0(X). La raison de la presence de ces trois champs sera clarifiee a la 
sous-section 2.9.4. lis definissent la geometrie de I'espace-cible (notamment, 
le champ antisymetrique correspond a une torsion et le dilaton a I'intensite 
des interactions de corde), c'est pourquoi on les appelle champs de fond. Nous 
ecrivons Faction sur une feuille d'univers de signature euclidienne, obtenue 
par continuation analytique r = —ir^. L'action s'ecrit alors 

(2.6.9) 

ou e"* est un tenseur completement antisymetrique defini sur la feuille d'u- 
nivers a/TeC^^ = et est le tenseur de Riemann associe a la metrique 
euclidienne 7e. 

La theorie des champs ainsi definie porte le nom de modele sigma non 
lineaire. 

Pour que cette action soit invariante sous les transformations de Weyl, les 
trois champs que nous avons introduits doivent verifier des equations deter- 
minees perturbativement en calculant les fonctions /3 associees a la renormal- 
isation du modele sigma non lineaire. Le detail des equations ne nous importe 
pen (voir [3] p. Ill), ce qu'il faut retenir, c'est qu'une tentative naive d'intro- 
duire une geometrie dependante du temps suffisamment simple pour qu'on 
puisse I'etudier en detail a toutes les chances de briser la symetrie de Weyl. 
En I'absence de cette symetrie, la theorie n'est plus une theorie conforme et 
les calculs sont encore hors de portee. Les modeles WZW, dont nous avons 
parle a la section 1.2.2, sont un exemple de modele ou la symetrie de Weyl 
n'est pas brisee. 

Une autre strategic consiste, dans le cas des cordes ouvertes, a introduire 
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un champ de fond, le potentiel electromagnetique, qui est couple aux ex- 
tremites de la corde, considerees comme des systemes ponctuels. A Taction 
de Polyakov est ainsi ajoute deux termes de bord de la forme (2.1.25), la 
nouvelle action s'ecrit schematiquement »Sem — Sp + »Sbord avec 

5bord = e J drA^{X)drX^ (2.6.10) 

ou e est la charge electrique et A^{X) le potentiel. Rappelons que si le champ 
electromagnetique de fond F^jy est une onde plane, la theorie reste conforme. 

Precisons a la lumiere de ce formalisme comment un couplage a des ondes 
planes peut definir une geometric dependante du temps. Nous distinguons 
les coordonnees de cone de lumiere = :^(a^° ± x^) et des coordonnees 
transverses x^, i = 2, . . . ,d. Si nous definissons un potentiel dont la seule 
composante non nulle est 

A+{x') ^^x+,x') (2.6.11) 
nous obtenons alors un champ electromagnetique dependent du temps 

Fi+^dMx+,x') (2.6.12) 
qui constitue un fond exact si 

did'^ = (2.6.13) 

Le calcul de la metrique effective pour les cordes ouvertes donne 

ds'^ = -2dx+dx- + dx'dx' + (2^)^ [di^x+ , x')]'^ dx+ dx+ (2.6.14) 

Cette metrique correspond a une onde plane gravitationnelle dans les coor- 
donnees de Brinkmann. Ainsi pour les cordes ouvertes du moins, il s'agit bien 
d'une geometric dependante du temps. 

Un autre point de vue, adopte dans les articles [63, 64], consiste a con- 
siderer la version T-duale de ces configurations de champ electromagnetique, 
c'est-a-dire deux D-branes dont les vitesses et orientations relatives varient 
au cours du temps. La T-dualite est expliquee a la sous-section 2.10.2. 
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2.6 Conditions an bord partie 2 : geometrie dependants du temps 



Revenons a notre couplage (2.6.10). La variation de Taction dans un 
espace-cible plat 

+ ^eo j dTA^^\X)drX^^-^e^ j dTA^^\X)drX^ (2.6.15) 

par rapport a X^(r, cr) fournit, apres integration par partie, les conditions 
au bord suivantes 

d^X^" + 2na'ea{F^"''^Y^{X)drX'' a ^ da (2.6.16) 

Les equations du mouvement (2.4.5) restent, elles, inchangees. Par la suite, 
on integrera la charge et le facteur 2T:a' a la definition du champ F^"^ . Les 
equations du mouvement ont pour solution X(r, (j) = fij + a) + gij — a) on 
les indices sont sous-entendus. Les conditions au bord s'ecrivent alors 

fir) - g'{r) + F^'\f{r) + g{r)) {fir) + g'{r)) = (2.6.17a) 

/'(r + tt) - g'{T - tt) + F(^)(/(r + tt) + g{T - n)) (/(r + vr) + g'{T - tt)) = 

(2.6.17b) 

On obtient un systeme d'equations difi^erentielles non lineaires et non locales, 
ce qui rend compliquee, sinon impossible, la recherche de solutions generales. 

Champs electromagnetiques constants et uniformes, cas du champ 
electrique 

Commengons par etudier le cas ou les champs F^^^ sont constants et 
uniformes. On suppose en outre que les matrices correspondantes (F^"^)'*^ 
commutent [F^^\ F^^^] — 0. Les solutions des equations du mouvement qui 
verifient les conditions au bord (2.6.16) s'ecrivent 

(PT+a -I I ^(O) PT-IT \ 

neZ\{0} ^ ^ 
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ou Q est defini par 

Nous nous interesserons plus particulierement au cas ou les deux champs 
sont des champs electriques^^ F^l = €„. On pent alors diagonaliser F^"-^ en 
se plagant dans les coordonnees du cone de lumiere et on obtient 



= q^ + i\/2^ V — L—g-^C^i^'^)^ cos Un ± w)a ^ i arctanh(eo)] 

' ^ n A- ill 

(2.6.20) 



ou 

V — — (arctanh(ei) — arctanh(eo)) (2.6.21) 

TT 

Cette expression est la meme que dans [69] a des choix de conventions pres. 
Maintenant, nous pouvons mettre en evidence la ressemblance formelle entre 
les equations (2.6.8) et (2.6.20). De meme que dans le cas de la corde libre, 
on pent considerer la corde fermee (2.5.7) comme etant constituee d'un jeu 
d'oscillateurs de cordes ouvertes (2.5.8) pour les modes gauches et d'un jeu 
d'oscillateurs de cordes ouvertes pour les modes droits, on pent voir la corde 
fermee dans un orbifold lorentzian comme I'assemblage de deux jeux d'oscil- 
lateurs de corde ouverte couplee a un champ electrique (eo = 0, e\ est choisi 
tel quel i^eiec = ^^orbifow = —w(3). Nous reviendrons a la section 2.9.7 sur cette 
analogic qui est cruciale puisqu'elle permet de quantifier la corde fermee dans 
I'orbifold lorentzien a partir de la quantification de la corde ouverte dans un 
champ electrique. Exposee dans [19], elle a ete exploitee par la suite dans 
[20] et nous a permis de mener les calculs de [26]. 



Ondes planes electromagnetiques dependantes du temps 

Considerons maintenant le cas du champ electromagnetique dependant 
du temps. Les equations (2.6.17b) peuvent etre simplifiee si nous choisissons 
d'identifier le temps de la feuille d'univers r avec la coordonnee du cone de 
lumiere X'^ 

X+^q^+p-^r. (2.6.22) 

^'^Les solutions dans le cas de deux champs magnetiques peuvent 6tre obtenues a partir 
des solutions (2.6.20) par un simple prolongement analytique de v. 
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II s'agit en fait d'un choix de jauge qui permet d'eliminer les redondances 
introduites par la symetrie par diffeomorphisme et par transformation de 
Weyl. La demarche generale que nous suivons dans ce chapitre consiste a 
quantifier la theorie puis imposer les contraintes appropriees sur les etats 
du spectre pour eliminer les etats non physiques. Ici nous fixons la jauge 
et nous eliminons les degres de liberte non physique avant de quantifier. 
Comme les deux demarches sont equivalentes, nous ne detaillerons pas cette 
quantification de cone de lumiere. 

Les equations (2.6.17b) deviennent lineaires et il devient possible de trou- 
ver des solutions si, pour les champs electromagnetiques F^'^\ on choisit des 
fonctions (voir (2.6.12)) lineaires ou quadratiques. Le cas de fonctions 
<l>*^"^ lineaires, traite dans Particle [64], n'entre pas dans le cadre de cette these. 
Nous allons done presenter le calcul dans le cas de fonctions quadratiques 
et independantes de Nous reviendrons sur le cas de champs dependants 
du temps dans le chapitre 3.1. 

Les fonctions (^^"^ s'ecrivent alors 

$W = -h\fx'x^ (2.6.23) 

ou /ij"^ sont des matrices constantes choisies de telle sorte que la condition 
(2.6.13) sur la fonction $ soit remplie. On obtient des champs avec un gra- 
dient constant 

F^^ = hf^x^ (2.6.24) 

En raison de problemes de stabilite que nous expliquerons dans le chapitre 
3.1, il est necessaire d'ajouter un champ magnetique constant et uniforme. 
Par souci de simplicite, nous le supposerons nul. Notons toutefois que les 
equations en presence de ce champ magnetique restent lineaires, mais I'ex- 
pression des solutions correspondantes devient assez lourde. 
Les equations (2.6.16) s'ecrivent sous ces conditions 

d„X+ = (2.6.25) 
d^X' + hifx^drX+ = a = aa (2.6.26) 
d^X- - h\fx^drX+ = (2.6.27) 

Dans la jauge du cone de lumiere, seule la condition sur X^ reste pertinente 

d^X' + p-^h\fx^ = (7 = (7„ (2.6.28) 
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On considere le cas ou les matrices hij commutent entre elles et on appelle^^ 
Cij — p'^hij. Dans ce cas les matrices sont codiagonalisables et on pent choisir 
un potentiel de la forme — {x et y sont deux directions spatiales). On 
se ramene ainsi a deux problemes a une dimension image I'un de I'autre par 
(eo,ei) (-Co, -ei). 

Detaillons un pen la resolution de ce probleme. X'' s'ecrit encore une 
fois comme la somme d'une partie gauche et d'une partie droite X{T,a) — 
f{r + a) + g{r — a). Les conditions au bord (2.6.28) s'ecrivent alors 



f'(r)-g'{T)+eo (/(r) + (?(r)) = 
/'(r + 27r) - g'ir) + e, {f{r + 27r) + g{r)) = 



(2.6.29) 



Les modes de Fourier de / et g, definis par 

/(t) = j f{u)e-"^^dw, (2.6.30) 
verifient le systeme suivant 



—UxJ + Co lOJ 




= (2.6.31) 



Le systeme admet des solutions non nulles si et seulement si le determinant 
de la matrice 2 x 2 est nul, ce qui determine les valeurs des modes cu. On 
pent mettre cette relation de dispersion sous la forme 

(ei - eo)u; 

tanfTTo;) — — (2.6.32) 

u!^ + eoCi 

qui permet de mettre en evidence le fait qu'il existe un seul mode reel c<j„ 
sur chaque intervalle [n,n + 1[, n G N\{0}. On garde ainsi la structure des 
modes de la corde libre, avec un decalage qui rappelle le decalage reel present 
pour une corde couplee a des champs electriques. La ressemblance toutefois 
s'arrete la, comme le montre I'expression des solutions. 

oo 

X{T,a) = X,,,o(r,a) + J^X, (2.6.33) 

n=l 



^^11 y a un facteur n de difference avec Particle [67]. 
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ou 

X„ = Nn— ( 6-'^-^^+"^ + ~ an + complexe conjuge 

CUn V ICUn + eo ) 

(2.6.34) 

et -^zfero correspond aux modes zeros. Mn est im coefficient de normalisation 
dont I'expression peut etre trouve dans I'annexe C de [67] et dont nous ex- 
pliquerons la determination a la section 2.9. Dans le cas d'une corde neutre, 
c'est-a-dire lorsque eo = ei, ci;„ = n et les modes sont donnees par I'expression 
(2.6.34) en remplagant u;„ par n. 

Revenons aux modes zero. Leur expression depend des valeurs de Cq et 
Ci. Definissons 5 = ei — Cq — TreoCi et A = ei — Cq + f . Cinq cas se presentent 

- 5 > et A > 0. La relation de dispersion (2.6.32) admet une seule 
racine reelle cuq dans ]0, 1[ (voir figure 2.1). Alors 

^■Lkxo — ^n=Q ■ (2.6.35) 

- 5 = et A > 0. II existe deux modes de frequence nuUe. 

^zero(T, o) - M^{\ - eo(j) (^q + Po^) (2.6.36) 

- 5 < (la courbe A = est contenue dans ce domaine). On a deux 
racines complexes oj^ — ±iko (voir figure 2.1 et 2.2) 

^X+ + X_ (2.6.37) 



avec 



X±(t, a) = Kl^ ( e±'=°(^+'^) + l!p^^e^'^o(r-a)\ ^2.6.38) 
Ko \ I^kq + eo / 

Cette expression est valable pour une corde neutre, a condition de poser 
ko — e et de redefinir le mode a+ en posant a+ — > 5f^3f^a+. On obtient 

^zero(T, a) = {c^^+'^^a^ + e-<^-''^a+) (2.6.39) 

- 5 = et A < 0. Les deux racines ±a;i s'annulent (avec les notations 
donnees plus haut, il s'agit en fait de frequence uji qui sont devenues 
cuo car elles passent de I'intervalle [1, 2[ a I'intervalle [0, 1[; I'ensemble 
du spectre s'est decale). On obtient deux nouveaux modes identiques a 
(2.6.36). 
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Fig. 2.1 - Solution graphique de la relation de dispersion des cordes ouvertes. A 
gauche : 5 > 0, A > 0, toutes les racines sont reelles. A droite : 5 < 0, A > 0, deux 
racines se sont rencontrees a a; = et sont devenues complexes. 




Fig. 2.2 - Solution graphique de la relation de dispersion des cordes ouvertes. A 
gauche : 5 < 0, A < 0, les racines dans I'intervalle [0, 1[ correspondent au premier 
niveau excite. A droite : 5 > 0, A < 0, deux nouvelles racines se sont rencontrees 
et sont devenues complexes. 

- (5>0etA<0. Les racines ±uJi sont devenues complexes (voir figure 

2.1) et correspondent a deux modes donnes par (2.6.38). 
Les phenomenes physiques associes a ces modes seront expliques au chapitre 

3.1. 

Cette serie de resultats montre qu'une grande variete de configurations 
peuvent etre resolues exactement et permettre ainsi un traitement standard 
de premiere quantification. 

2.7 Conditions au bord partie 3 : fermions 

Nous rappelons que pour la corde supersymetrique nous nous plagons 
dans I'espace plat et dans la situation ou la corde est libre. Nous exposons 
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le calcul des solutions pour les degres de liberte fermioniques de la corde 
supersymetrique. Ces resultats sont les elements constitutifs des expressions 
d'amplitude que nous ecrirons a la section 3.3 lorsque nous etudierons la 
S-brane. 

Le terme de bord s'ecrit 

J dr [^+(7r)<5^+(7r) - ^_(7r)5^_(7r) - (v^-+(0)5^+(0) - ^_(0)5^_(0))] = 

(2.7.1) 

ou la dependance en r est sous-entendue. 

2.7.1 Cordes ouvertes 

Pour les cordes ouvertes, les conditions aux bords sont verifiees si les 



spineurs -0^ verifient 

V^_(0,r)=r7iV.+ (0,T) (2.7.2a) 

0_(7r,r) =r/2^+(7r,r) (2.7.2b) 

ou ?7i,2 peuvent prendre independamment les valeurs ±1. Si r^i = 772 alors 



nous sommes dans le secteur de Ramond, note R, de la corde ouverte. Si 
Tji = —ri2 alors nous sommes dans le secteur de Neveu-Schwarz, note NS, de 
la corde ouverte. 

Les solutions pour les spineurs s'ecrivent alors 

V't = ^ I] e-''^^"^"^ (2.7.3) 

r 

OU r e Z + I dans le secteur NS et r e Z dans le secteur R. 

2.7.2 Cordes fermees 

Dans le cas des cordes fermees, les deux composantes -0+ et ip- sont 
independantes ; elles peuvent etre soit periodiques, soit anti-periodiques. Cela 
s'ecrit 

^-(0,r) =r73^_(27r,r) (2.7.4a) 
^+(7r,r)=774^+(27r,r) (2.7.4b) 

Nous avons alors quatre secteurs differents 



55 



2 Formalisme perturbatif 



- le secteur de Ramond,Ramond, note R-R ou RR, qui correspond a 773 = 
774 = +1, 

- le secteur de Neveu-Schwarz,Neveu-Schwarz, note NS-NS ou NSNS, qui 
correspond a 773 = 774 = —1, 

- le secteur de Ramond,Neveu-Schwarz, note R-NS ou RNS, qui corre- 
spond a 773 = — ?74 = +1, 

- le secteur de Neveu-Schwarz,Ramond, note NS-R ou NSR, qui corre- 
spond a rjs — —774 = —1, 

Les solutions pour les spineurs s'ecrivent 

t/j^t^V^^Pl^e-''^^-"^ (2.7.5a) 

r 

t/j^l^V^J^Ps^''"^^'^''^ (2.7.5b) 

s 

ou, pour les modes /3, r e Z -|- | dans le secteur NS et r e Z dans le secteur 
R et, pour les modes /9, s e Z-|- | dans le secteur NS et s e Z dans le secteur 
R. 

Avant d'exposer la procedure de premiere quantification pour la corde, 
nous allons expliquer rapidement I'integrale des chemins en theorie de cordes 
et montrer comment nous aboutissons a une theorie conforme a deux dimen- 
sions. 

2.8 Integrale des chemins et theorie conforme 
des champs 

II existe deux formalismes majeurs pour implementer la procedure de 
quantification : I'integrale des chemins et le formalisme d'operateur (quan- 
tification canonique). 

Nous avons entrevu I'existence de la quantification du cone de lumiere, ou 
les contraintes sont resolues avant la quantification. Ceci brise la covariance 
manifeste de la theorie, qu'il faut verifier a posteriori. Inversement, il est pos- 
sible de quantifier puis d'imposer les contraintes sur les etats physiques, ce qui 
permet de preserver explicitement la covariance. Ce programme est realise par 
V ancienne quantification covariante et dans la quantification BRST. Comme 
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nous I'avons evoque a la section 2.2, la seconde est la version rigoureuse de 
la premiere. 

Dans cette section, nous introduisons le formalisme d'integrale des chemins, 
qui permet de presenter plus aisement le lien avec la theorie conforme des 
champs et les concepts qui nous seront utiles par la suite, notamment les 
fonctions de correlation. 

2.8.1 Feuille d'univers euclidienne et integrale des chemins 

Une fonction de correlation C — ($[^]) s'ecrit dans le formalisme de 
I'integrale des chemins 



Pour donner une definition mathematiquement plus acceptable de I'integrale 
des chemins, il est d'usage de considerer une integrale des chemins avec une 
action euclidienne, qui est ici obtenue par prolongement analytique de la 
coordonnee r de feuille d'univers r = —it^. La feuille d'univers devient une 
surface euclidienne et Taction 



ou le changement de signe devant Paction provient de la convention choisie 
pour I'integrale de chemin euclidienne : le poids affecte a chaque trajectoire 
classique est e~^'^. Les symetries permettent de choisir une jauge pour la 
metrique qui pent se ramener a la metrique plane euclidienne 6ab- 

Fixer la jauge, comme pour la particule ponctuelle, produit un determi- 
nant de Fadeev-Popov, qui s'exprime comme une contribution en terme de 
fantomes a Taction de la corde. Nous n'entrerons pas plus dans les details, 
mais notons qu'aux fantomes correspond egalement une theorie conforme des 
champs. Le formalisme que nous exposons dans cette section s'applique done 
a ces champs. 

Nous avons fixe la jauge pour metrique. II reste cependant une classe 
de transformations combinant une transformation de Weyl et un diffeomor- 
phisme qui ne modifie pas la metrique et les degres de liberte correspondants 
ne sont done pas elimines par le choix de jauge. II s'agit des transformations 




(2.8.1) 




(2.8.2) 
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conformes. II faudra done tenir compte des contraintes imposees par cette 
symetrie residuelle lorsque nous procederons a la quantification de la theorie 
et au calcul des fonctions de eorrelation. 

2.8.2 Invariance par transformation conforme de Pac- 
tion avec la jauge de metrique fixee 

Avant d'aborder le formalisme de la theorie conforme des champs a deux 
dimensions, expliquons brievement la symetrie conforme. Le prolongement 
analytique r = — changent les coordonnees de cone de lumiere en 
coordonnees complexes w = a + itj^, w = a — iTE- La metrique de la feuille 
d'univers, dans la jauge unitaire, s'ecrit alors 

= dwdid (2.8.3) 

La metrique du plan est factorisee. Ceci est une particularity de la dimension 
deux et la metrique ne se factorise pas pour un espace plat de dimension 
superieure a deux. 

Appliquons a present le diffeomorphisme suivant 

w' = f{w) w' = J{u) (2.8.4) 

a la suite de la transformation de Weyl de parametre uj{w, w) que nous deter- 
minerons a posteriori, f est une fonction holomorphe. La metrique devient 
alors 

ds'J" ^e^'^^'^'^^—^dw'dw' (2.8.5) 
\dwf\^ 

Si Ton choisit uj{tv,w) = \n\dwf\, la metrique reste inchangee. Nous voyons 
done que les transformations conformes apparaissent comme un sous-ensemble 
des transformations de Weyl associees a un diffeomorphisme et qu'elles ne 
sont pas fixees par le choix de jauge. 

Avant de continuer, faisons deux remarques. La premiere concerne les 
transformations conformes. Ces transformations sont definies sur le plan 
dote de la metrique Sab- Les transformations conformes n'agissent pas, con- 
trairement aux diffeomorphismes on aux transformations de Weyl, sur une 
metrique independante qu'on pent faire varier ; elles changent les distances 
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entre les points. II s'agit done d'une contrainte additionnelle sur la dynamique 
des champs sur la feuille d'univers. Lorsque nous ecrivons ds'^, c'est bien la 
distance infinitesimale qui change et non la metrique, bien que les notations 
ne distinguent pas cette nuance. 

La seconde remarque porte sur la dimension deux. Nous avons insiste sur 
le fait qu'en dimension deux la metrique s'ecrivait sous forme factorisee et 
c'est cette forme qui permet de considerer des transformations w' — f{w) avec 
une fonction / holomorphe quelconque. Par contre, en dimension superieure a 
deux, il n'existe qu'un nombre fini de transformations conformes : les transla- 
tions, les rotations, les dilatations et I'inversion, c'est-a-dire la transformation 

x" ^— (2.8.6) 

xi^x^ 

Les contraintes imposees sur les fonctions de correlations en dimension deux 
sont done bien plus puissantes qu'en dimension superieure. C'est I'une des 
raison pour lesquelles la definition d'une « theorie des membranes » (la corde 
est remplacee par une surface dont revolution temporelle correspondrait a un 
volume d'univers) ou autres objets de dimension superieure n'est pas encore 
claire. 



2.8.3 Generateurs classiques des transformations con- 
formes 

Nous allons a present mettre en evidence la structure algebrique des trans- 
formations conformes au niveau classique. Considerons une transformation 
conforme infinitesimale w' = w + e{w), ou e est une fonction holomorphe 
(la transformation de w, sous-entendue, est identique). Xotons que le do- 
maine sur lequel la fonction est holomorphe n'est pas precise. Si nous choisis- 
sons le plan complexe tout entier, toute fonction bornee est constante, cette 
solution ne pent pas etre retenue. Nous pouvons alors definir un domaine 
{w, \w\ < R} ou R, alors e{w) et bornee et admet un developement de Tay- 
lor e{w) = ^nf^""^^- Nous pouvons restreindre encore le domaine a 
un anneau {w,r < \w — Wo\ < R}, ce qui autorise la fonction e{w) a avoir 
des singularites artificielles ou essentielles ou des poles hors de I'anneau (et 
notamment en wo). e{w) admet alors un developpement en serie de Laurent 



59 



2 Formalisme perturbatif 



^i'^) — Yl^=-oo ^ni'ii^ ~ 'Ji'o)"^^- r et R sont choisis de telle sorte a eviter 
d'eventuelles singularites^^ et pour qu'il soit possible de borner e{w) sur I'an- 
neau par une valeur infinitesimale. Par la suite, lorsque nous parlerons de 
fonction holomorphe infinitesimale, c'est dans le sens de fonction holomor- 
phe infinitesimale definie sur un anneau. Bien entendu, tout ceci s'applique 
aussi a e{id). 

e admet done un developpement en serie de Laurent^'' 

oo 

e{w) = Yl On^^""^' (2.8.7) 

n=— oo 

La transformation conforme infinitesimale agit sur un champ scalaire clas- 
sique ^{w) (de meme, la dependance sur w est sous-entendue) de la fagon 
suivante 

oo 

5,$ = - J2 dnw^'^'^d^^ (2.8.8) 

n=— oo 

ou — $'(w) — $(w) avec $'(w) = $(w — e(w)). Les operateurs Z„, definis 
par 

/„ = -w''+'d^ (2.8.9) 

sont les generateurs des transformations conformes classiques. lis verifient 
Valgebre de Wit^^ : 

[In, lm\ = (n - m)ln+m (2.8.10) 

On a la meme relation de commutation pour les operateurs /„. 



2.8.4 Generateurs quantiques des transformations con- 
formes 

Au niveau quantique, ce n'est plus sur un champ classique $ qu'il faut 
etudier I'effet d'une transformation conforme, mais sur les fonctions de cor- 
relation contenant $. L'efTet d'une transformation conforme infinitesimale 

^^En general, r est fixe a et le domaine est un disque perce du point Wq. 
^°Wo pent etre fixe sans perte de generalite a par une translation, 
^^ou algebre de Virasoro classique, bien que ce terme pr6te a confusion. 
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sur le champ $ dans une fonction de correlation {^{wo)^i{wi) . . .^^{wn)) 
est le suivant^^ 

~2^ /^^" OHwo)<^i ...^n)+ eiO{Twu,{C, OHwo) . . . ^n{wn)) 

(2.8.11) 

ou C est un contour qui contient seulement Wq et ou, B est le domaine prive 

de Wq tel que C = dB et sur lequel e est defini. Sur la premiere ligne, agit 

j_ 

27r 



sur le produit e^T^fe. T est le tenseur energie-impulsion. Enfin, le facteur — 
est une convention commode. 

En choisissant e{w) = e (translation) puis e{w) = X{w — Wq) (dilatation), 
on obtient, pour w ^ uJi 

^iu'-^ww — ^w'-^iDw — (2.8.12) 

Tyjn, — Tyjyj — (2.8.13) 

Ces relations sont des relations sur V operateur T, ou autrement dit, elles 
doivent etre comprises en terme de fonction de correlation, c'est-a-dire que 
dwTww = signifie en fait 

(a^T^^*(wo)*i(wi) . . . <^>n{wn)) - (2.8.14) 

quels que soient les operateurs $ et Ceci est valable pour toutes les equa- 
tions qui suivent, qu'elles impliquent T ou un autre operateur. Les equations 
(2.8.12) permettent de se ramener a deux fonctions respectivement holomor- 
phe Tyjyj — T{w) et antiholomorphe^^ Ty^yj — T{w). On pent montrer par 
ailleurs que T^iu = Ty^^, — T\ ; ainsi I'equation (2.8.13) correspond a I'annu- 
lation de la trace de T. Les deux fonctions T et T suffisent pour definir le 
tenseur energie-impulsion. Cependant, I'equation (2.8.13) n'est valable que 
pour une feuille d'univers plate. L'anomalie de Weyl modifie cette equation 

c 

Tyjyj Tyjyj ^2 ^ (2.8.15) 



^^Nous suivons en partie I'exposition faite dans [75]. L'article de reference est [76]. 
^^Dans le sens indique plus haut de fonctions developpables en serie de Laurent. 



61 



2 Formalisme perturbatif 



ou R est la courbure de Ricci de la feuille d'univers et c est une constante 
qui est aussi la charge centrale de la theorie conforme consideree, notion que 
nous definirons un pen plus loin. Toutefois, en ce qui nous concerne, nous 
travaillerons dans des situations cette anomalie est une constante, ce qui 
permet de se restreindre aux deux fonctions T et T. 
L'identite de Ward (2.8.11) s'ecrit a present 

(5,$(w;o)$i(wi) . . . ^n{wn)) = 

^ ^dC e(0 {T{OHwo)^i ■ ■ ■ ~ 2^ f"^^ ^ T{CMwo)^i ...^n) 

(2.8.16) 

Cette relation, dans le cadre d'une theorie conforme particulere, permet de 
calculer la transformation de I'operateur 

Les generateurs des transformations conformes sont les coefficients de T 
et de T des series de Laurent suivantes 

oo oo 

T{w) = J2 ^"""'^n , T{y^) = Yl ^"""'^n (2-8-17) 

n=— oo n=— oo 

Les operateurs L„ et L„ verifient les memes relations de commutation^'^ 

[Ln, Lm] = (n - m)Ln+m + ^^^(^^ " l)(^n+m,0 (2.8.18) 

et constituent ainsi une algebre de Virasoro. c est la charge centrale. 



2.8.5 Representations irreductibles de I'algebre des genera- 
teurs, champs primaires 

Les representations irreductibles de cette algebre, appelees aussi module 
de Verma Vc,h sont caracterisees par la charge centrale c et le poids conforme 
h, qui est la valeur propre de Lq de I'etat de plus haut poids. X'oublions 
pas la presence de I'algebre antiholomorphe correspondant aux L^, avec des 
modules de Verma V^ j^ caracterises par une charge centrale c et un poids 
conforme h. Les etats de notre theorie appartiennent done au produit direct 

^^Rappelons que cette equation doit 6tre comprise comme une relation sur des fonctions 
de correlation. Voir [75] pour la demonstration dans ce formalisme. 
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Vc,h X Vc,h- Les notations sont ici trompeuses puisque c n'est pas le conjugue 



L'etat de plus haut poids de la representation irreductible est appele 
aussi champ primaire. Sous une transformation conforme w — > f{w), il se 
transforme de la fagon suivante 



iv) ^ w) = {d^f{w))\d^f{w)f^f{w), f{w)) (2.8.19) 



On pent aussi caracteriser un etat de plus haut poids par les conditions 
suivantes 



et les conditions correspondantes pour les operateurs L„. 

Ainsi, le champ scalaire que nous avons considere plus haut est un champ 
primaire de poids (0,0). Dans ce qui suit, tons les champs que nous consid- 
ererons seront des champs primaires, sauf le tenseur energie-impulsion, qui 
appartient au module de Verma de I'operateur identite de poids conforme 
nul. 

Comme cette derniere phrase permet de le constater, nous employons in- 
differemment « champ », « operateur » ou « etat » pour designer les elements 
des modules de Verma. « Champ » fait reference aux fonctions de correlation 
de champs, « operateur » fait reference a I'ecriture condensee des relations 
entre fonctions de correlation sous forme de relation entre operateurs (sous- 
entendu, agissant sur les champs qu'on pent rajouter dans les fonctions de 
correlation) et « etat » se trouve justifie par I'equivalence entre le formal- 
isme d'integrale des chemins et le formalisme de quantification canonique, 
que nous aborderons dans la section 2.9. 



de c ni /i celui de h. On notera le poids conforme {h,h). 



Lji^ — pour tout n > 



(2.8.20a) 
(2.8.20b) 
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2.8.6 Application a la theorie de la corde bosonique : 
theorie conforme minimale c = 1 du boson libre, 
ordre normal 

Revenons maintenant a la theorie des cordes. Au lieu d'utiliser les vari- 
ables w, nous utiliserons les variables z definies par 

z = e-'"" = e"^-'" z = e''^ = e"^^'" (2.8.21) 

de sorte que les expressions des solutions des equations du mouvement s'ecrivent 
comme des series de Laurent. Par exemple, pour la corde fermee libre, apres 
prolongement analytique r = — ^Te, la solution (2.5.7) s'ecrit 

s . la' sr^ ( ott „ al^ 



X''{z,z)^x'' -t—pnn{zz) + iJ— J2 —-2"" + —^"" (2.8.22) 

nez\{0} ^ ^ 

et pent etre decomposee en une partie holomorphe 

Xi:Xz) = lx^-t^pnn{z)+t^ E f (2.8.23) 



neZ\{0} 

et une partie antiholomorphe 



X^^^iz) = lx^-z^p^\n{-z)+tJ^ E (2-8-24) 

nez\{o} 

L'action euclidienne (2.8.2) s'ecrit 

5e = d^wd^X'^d^X^ " 2^/ d^^dX^dX^ (2.8.25) 

ou d^tv = dwdw = 2dT^da, d = et d = d^. Les composantes non nulles du 
tenseur energie-impulsion^^ sont 

T{z) = -^ ■.dX'^{z)dX^{z): , T(^) = -l ■.dX>^{z)dX,{z) : (2.8.26) 

a a 



^^Les expressions (2.8.26) comportent un signe — supplemcntaire par rapport aux ex- 
pressions (2.4.4). Ce signe provient du prolongement analytique vers la feuille d'univers 
euclidienne qui change le signe de Taction (comparer (2.8.25) et (2.2.10)). 
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Les deux points indiquent Vordre normal que Ton va appeler conforme, par 
opposition a I'ordre normal dans le formalisme de la quantification canonique. 
Les deux ordres normaux produisent le meme resultat, mais I'ordre normal 
conforme est defini differemment. Voyons comment sur I'exemple de T(z). 

La fonction de correlation {X^{z, z)X^{z', z')) pent etre calculee sans ob- 
stacle dans le formalisme de I'integrale des chemins puisque est quadra- 
tique. Le resultat s'ecrit 

{X''{z,z)X''{z\z')) = --^r^'^Hnd^-^f 5) (2.8.27) 

ou S est la surface de la feuille d'univers et correspond a un regulateur a 
grande distance. Remarquons en passant que X n'est pas un champ primaire. 
La fonction de correlation {^X^{z)^X^J,{z'y) est deduite par differentiation (la 
variable z n'intervient plus a present) : 

a! 1 

l,dX^{z)dX^{^)) = -^^'^(737^ (2.8.28) 

On constate alors que la limite z ^ z' est divergente, ce qui pose probleme 
pour definir T. On regularise cette divergence a courte distance a I'aide de 
I'ordre normal, defini par 

a' 

-.X^iz, z)X''{z', z!) : = X^{z, z)X''{z', z') + — ln(|^ - /p) (2.8.29) 

Zt 

L'ordre normal applique a plus de deux champs est defini recursivement 

par 

: $i$2 . . . $jv : = *i : $2 • • • *jv : - : $2 • • • ^i-i^i+i • • • $jv : 

i=2 

(2.8.30) 

On verifie que cette procedure est coherente en calculant le produit T{z)T{z') 
(toujours avec des fontions de correlation sous-entendues) 

ou . . . fait I'ellipse des termes non divergents lorsque z ^ z' . Ce developpe- 
ment de T{z)T{z') correspond a ce a quoi on s'attend pour une theorie con- 
forme dont la charge centrale serait c — D. D'autre part, on pent aussi verifier 
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que 

T{z)d,,XP{z') = -^—d,,X'^{z') + -^-dAd,,XP){z') + ... (2.8.32) 

[Z Z ) [Z Z ) 

ce qui correspond a ce qu'on attend pour un champ primaire de poids con- 
forme (1, 0). On peut verifier directement que dzX^^z) obeit a la loi de trans- 
formation (2.8.19) avec h = 1 et h = 0. 

Ainsi nous sommes en presence d'une theorie conforme avec une charge 
centrale c = D. Cette theorie est la superposition de D bosons libres qui 
definissent chacun une theorie conforme avec une charge centrale c = 1. Un 
outil puissant permet de calculer les fonctions de correlations de cette theorie : 
la representation des champs primaires par des operateurs exponentiels du 
champ libre X^ (chapitre 6 de [75]). A un operateur ^h{z, z) de la theorie^^, 
on associe un operateur de vertex Vp{z, z) 

Vp{z,z)^:e'P''^'''^: (2.8.33) 

ou p verifie la relation suivante 

h = h= (2.8.34) 

Ceci se generalise a la theorie contenant D bosons X^. Les fonctions de 
correlations feront ainsi intervenir les operateurs de vertex 

Vp{z,z)^:e'P''^"^'''^: (2.8.35) 

ou p est I'impulsion de la corde entrante. Ces operateurs se generalisent aux 
produits 

T/^^-"^>(^, 5) = : n d'^'X"' Yl a^^X'^^e^fM^'^C^,^-) . (2.8.36) 

i j 

qui correspondent a tons les etats que nous trouverons en quantification 
canonique. 

Les amplitudes de la theorie des cordes doivent etre invariante sous une 
transformation conforme. Comme la position de I'operateur de vertex est 

^^On ne considere que le cas ou h = h. 
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arbitraire sur la feuille d'univers, les amplitudes font intervenir les operateurs 
integres 



qui doivent etre invariant, ce qui fixe le poids conforme de Vp{z, z) a (1, 1) et 
permet de determiner le spectre dans ce formalisme. 

Nous avons ainsi donne un apergu de I'origine de la condition de quan- 
tification, de I'ordre normal et de la forme des operateurs de vertex que nous 
introduirons dans le cadre de la quantification canonique sans plus de justi- 
fication. 

Nous ne developperons pas plus les formalismes de I'integrale des chemins 
et de la theorie conforme et nous terminerons par deux remarques 

- Dans le cas de la corde ouverte, les conditions aux bords identifient les 
algebres de Virasoro holomorphes et antiholomorphes Ln = L^. 

- La theorie des cordes est bien definie lorsque la charge centrale totale 
est nuUe. Notre theorie conforme a c = D est completee par la theorie 
conforme des fantomes de Fadeev-Popov qui ont une charge centrale 
c' = —26 dans le cas de la corde bosonique. La charge centrale totale 
est ainsi D — 26, ce qui fixe la dimension de I'espace-temps a vingt-six 
dimensions. 

2.8.7 Integrale des chemins pour les fermions, theorie 
superconforme 

Integrale des chemins pour la corde supersymetrique 

L'integrale des chemins pour Taction supersymetrique fait intervenir, comme 
en theorie des champs, des variables de Grassmann et les resultats de l'inte- 
grale de Berezin. On pent ecrire Taction en terme de superchamps definis sur 
un superespace, ce qui rend manifeste I'invariance par supersymetrie, mais 
nous n'exposerons pas ce formalisme dont nous n'aurons pas besoin par la 
suite. Les degres de liberte de symetrie sont elimines en fixant la jauge super- 
conforme. Le determinant de Fadeev-Popov sera exprime en terme non seule- 
ment de fantomes, mais aussi de superjantomes. Comme precedemment, nous 
ne detaillerons pas les subtilites lies a ces superfantomes et nous en tiendrons 




(2.8.37) 
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compte directement dans le resultat. 

Theorie superconforme des champs 

Nous avons vu a la sous-section 2.4.2 qu'aux transformations de super- 
symetrie correspondaient un supercourant J±. En procedant de la meme 
maniere que dans le cas bosonique, nous pouvons montrer que Faction su- 
persymetrique, une fois la jauge fixee, est invariante sous Taction des trans- 
formations superconformes 

6X^{w,w) = —e{w,'w)'4>^{'w,w) , 5ip^{w,'w) = ip°'daX^{w,w) e{w,w) 

(2.8.38) 

on nous insistons sur la dependance en w, w de e. e n'est pas ici le conjugue 
de e, mais le conjugue multiplie par la matrice de Pauli po- L'expression 
(2.8.38) est a comparer a celle de la supersymetrie (2.3.4) et a celle des 
transformations conformes (dont l'expression infinitesimale est 5X^^{w,w) — 
—e{w, w) X'^{w, w)). 

La symetrie residuelle est ainsi une symetrie superconforme, qui contraint 
la forme des fonctions de correlation et permet de travailler avec le formalisme 
de la theorie superconforme des champs. 

De meme que les transformations conformes sont generees par des modes 
L„ de T qui forment I'algebre de Virasoro, les transformations supercon- 
formes sont generees par les modes L„ et les modes Gr du supercourant 
J, fonction holomorphe de w obtenue a partir de J_ lors du prolongement 
analytique vers la feuille d'univers euclidienne^^ 

J{w) = J2 ^"'"^ , J{w) = Yl (2.8.39) 

ou = si nous sommes dans le secteur de Ramond et u — ^ si nous sommes 
dans le secteur de Neveu-Schwarz. 

J, supercourant antiholomorphe, est obtenu a partir de J+ et participe a une seconde 
superalgebre de Virasoro. 
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Ces modes forment la superalgebre de Virasoro. 

[Ln, Lm] = (n - m)Ln+m + J^'^i'^'^ ~ l)^n+m,0 (2.8.40a) 
{a, Gs} = 2Lr+s + ^{^r^ - 1) W (2.8.40b) 
[L„ Gr] = (2.8.40c) 

Lorsque r et s sont des entiers, il s'agit de Valgebre de Ramond, lorsque r et 
s sont demi-entiers, il s'agit de Valgebre de Neveu-Schwarz. 



Application a la theorie de la supercorde : theorie superconforme 
minimale c—j du fermion libre 

Comme pour la corde bosonique, il faut utiliser les variables z et z pour 
que les solutions des equations du mouvement s'ecrivent comme des series de 
Laurent. L'action euclidienne s'ecrit 

zna \ Z I J , s 



2'Ka' 



ou, dans la seconde egalite, -0^, fonctions de z,z, sont definis par 

'0-(w) = {dyjz)^i)^{z) = {-izY^'ip^{z) (2.8.42a) 
il^^iw) = (9^z)^+(z) = {izf^M^) (2.8.42b) 

pour que Taction soit invariante sous la transformation conforme. Comme on 
pent le verifier en calculant le produit d'operateurs T%1) a partir des expres- 
sions donnees ci-dessous, ces transformations correspondent a des operateurs 
de poids conformes respectifs (|, 0) et (0, \). Nous avons les expressions suiv- 



69 



2 Formalisme perturbatif 



antes pour le tenseur energie-impulsion et le supercourant' 





= T{z) = 




(^■.dX''{z)dX^{ 




~ ■.^jj^{z)dij^{z):j 


1 (2.8.43a) 




= m = 




(^■.dX'^{z)dX^( 




+ '-■.^|;^{z)^^|;4z)■.^ 


1 (2.8.43b) 


J.{z) 




a' 


:r-{z)dX,{z): 






(2.8.43c) 






V- 

a 


■.r+{z)dX,\ 


[z): 




(2.8.43d) 



Le developpement en modes de -0^ s'ecrit 



ijj'^iz) = ^/i^J^f^r^'"^''^ (2.8.44a) 

r 

ip'^iz) = (2.8.44b) 

s 

Notons que J est un operateur de poids conforme (|,0) et J un operateur 
de poids conforme (0, |). Nous rappelons que T et T sont les descendants 
de I'operateur identite dans I'algebre holomorphe et antiholomorphe respec- 
tivement et ne se transforment pas comme les champs primaires. Nous n'en- 
trerons pas plus dans les details. 

Les fonctions de correlation a deux points des champs fermioniques s'ecri- 
vent 

{^'^{z)il>''_{z')) =ia'ri'"'^— (2.8.45a) 

z — z 

{r+{z)r+{z')) = -iaV^-^ (2.8.45b) 

et permettent de definir I'ordre normal conforme pour ces champs. 

Pour calculer des fonctions de correlation, des operateurs de vertex super- 

symetriques peuvent etre construits comme pour la corde bosonique. Comme 

cette construction fait intervenir des subtilites lies aux superfantomes et que 

nous n'aurons pas besoin de la forme precise de ces operateurs de vertex par 

la suite, nous n'entrerons pas dans les details. 

^^Les expressions (2.8.43) comportcnt un signe — supplementaire par rapport aux ex- 
pressions (2.4.6) et (2.4.8). Ce signe provient du prolongement analytique vers la feuille 
d'univers euclidienne qui change le signe de Taction (comparer (2.8.41) et (2.3.5)). 
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Enfin, pour que la theorie puisse etre correctement definie, il faut a nou- 
veau que la charge centrale totale soit nulle. En tenant compte des fantomes 
et superfantomes, celle-ci est egale a D — 10. Le nombre de dimensions de 
I'espace-temps est done fixee a dix, contre vingt-six dans le cas de la corde 
bosonique. 

2.9 Quantification canonique : ancienne quan- 
tification covariante 

II ne sera pas aussi facile d'appliquer la condition de couche de masse et 
la selection des etats physiques est obtenue par une regie ad hoc, qu'on pent 
justifier dans le formalisme BRST ou celui d'integrale des chemins. Nous n'ex- 
poserons pas le formalisme BRST, nous nous contenterons d'exposer certains 
aspects du formalisme d'integrale des chemins qui nous seront utiles pour 1'- 
explication des calculs que nous avons realises en theorie des cordes. Nous 
ne detaillerons pas les autres aspects, notamment le traitement complet des 
fantomes qui sont des degres de liberte supplementaires introduits lorsqu'on 
elimine les degres de liberte de jauge ; nous nous contenterons de mentionner 
les effets qu'ils ont sur nos calculs. 

2.9.1 Quantification canonique de la corde ouverte libre 

La procedure que nous allons suivre ressemble formellement a ce qu'on ap- 
pelle seconde quantification en theorie des champs. Gardens a I'esprit cepen- 
dant que pour la corde il s'agit d'une premiere quantification. Nous allons 
detainer cette procedure dans le cas de la corde libre (conditions au bord 
de Neumann aux deux extremites) et ouverte. Nous donnerons seulement les 
resultats pour les autres cas (orbifold et champ electromagnetique). 

II s'agit de promouvoir au rang d'operateurs les modes x^, et de la 
corde. Comme pour le systeme ponctuel (voir section 2.1), la prescription de 
la quantification canonique s'ecrit 

[.,.]p.B.^-i[.,.] (2.9.1) 
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Les crochets de Poisson sur et son impulsion conjuguee — —-^^drX^ 

[X'^(r, a) , X'^(r, a')]p.B. = K(r, a) , 7r'^(r, a')]p.B. = (2.9.2a) 
[X^{t, a) , 7r^(T, (7')]p.B. = <^(<T - <7') (2.9.2b) 

permettent de calculer les crochets de Poisson sur les modes de la corde (nous 
omettrons definitivement d'ecrire les crochets de commutation nuls)^^ 

[a^ , a;;]p.B. = in rj^" 6m+n,o (2.9.3a) 
[x^p'W = -V'" (2.9.3b) 

Apres quantification , les operateurs X'^ et tt" verifient les relations de com- 
mutation suivantes 

[X^'ir, a) , n'^ir, a')] = i rf" 6{a - a') (2.9.4) 

et les modes 

[<,a^]=n<'^5^+„,o (2.9.5a) 
\x^,v''\^ii''' (2.9.5b) 

Les champs classiques X^ sont reels. Cette propriete devient une condition 
d'hermiticite pour I'operateur X^ et impose la relation suivante (a(^)^ = 
On reconnait respectivement les relations de commmutation de I'oscillateur 
harmonique (a un facteur de normalisation pres) et celles de la particule libre. 
L'espace des etats E sera done le produit direct entre les etats de I'oscillateur 
harmonique et les etats propres de I'impulsion p 

E = {| WLeNUo} , e {0, . . . , D})} (2.9.6) 

oil est la valeur propre de I'operateur impulsion et N!^ le niveau du 
n-ieme oscillateur harmonique de la coordonnee X^ . 



Les facteurs qui apparaissent dans les expressions en termes de modes des champs X 
(cela est valable aussi pour les champs i/i) sont determines de fagon a ce quo cos crochets 
de Poisson soient standards, sachant que x et p sont des modes decrivant le mouvement 
rectiligne uniforms du centre de masse, que les modes a, a et a decrivent les oscillations 
d'un champ bosonique et les modes 6, /? et /3, celles d'un champ fermionique. 
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2.9.2 Contrainte de Virasoro dans le formalisme de quan- 
tification canonique 

L'espace de Hilbert H des etats physiques est cependant bien plus petit, 
car il faut d'une part, imposer I'equivalent des contraintes classiques (voir 
(2.4.2)) et d'autre part eliminer les redondances d'etats qu'on ne peut pas 
distinguer entre eux (parce que leur difference est un etat physique orthogo- 
nal a tons les autres etats, lui-meme compris, appele etat null pour repren- 
dre le terme anglais). L 'elimination des redondances se fait par simple quo- 
tient de l'espace des etats physiques par l'espace des etats null. Par la suite, 
nous parlerons de l'espace des etats remplissant les contraintes physiques et 
I'operation subsequente d'elimination des etats null sera implicite. 

Au niveau classique, les equations du mouvement sur la metrique de la 
feuille d'univers (2.4.2) s'ecrivent en terme des modes de T 

L„ = pour tout n (2.9.7) 

Apres quantification, cette condition doit etre adoucie, comme le formalisme 
BRST permet de le demontrer. Les etats physiques |phys) verifient les con- 
ditions suivantes 

L„|phys) = , n > (Lq - a)|phys) = (2.9.8) 

ou a est la constante d'ordre normal^". Avant de voir comment cette constante 
apparait en quantification canonique, remarquons que la contrainte sur les 
etats quantiques correspond a la definition d'un champ primaire $ en theorie 
conforme 

= n > et Lo$ = (2.9.9) 

La determination du spectre de la corde est ainsi equivalente a I'identification 
des operateurs primaires de la theorie conforme associee. Nous avons vu que 
ces operateurs etaient representes par des operateurs de vertex qui devaient 

^°Nous ecrirons aussi Lq en y incluant la constante d'ordre normal. La condition devient 
alors Lolphys) = 0. Nous utiliserons la convention suivante : si la constante a n'est pas 
ecrite explicitement, elle est supposee incluse dans I'expression de Lq. Nous definirons de 
m6me Lq. 
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avoir un poids conforme^^ 1. On peut montrer que dans le formalisme de 
quantification canonique, il faut aussi que a — 1 pour que le spectre soit 
coherent. 

Revenons a la corde ouverte libre. A partir de I'expression de T en fonction 
de X'^ (2.4.4) ou (2.8.26), nous obtenons I'expression des L„ en fonction des 
modes quantifies 

-^n = ^ ^-m(^n+m,n (2.9.10a) 

Lo = ^\Y^ «-m«m,M (2.9.10b) 

Mais il subsiste une ambiguite dans I'ordre des operateurs pour Lq. Pour 
resoudre cette ambiguite, on applique la prescription d'ordre normal, cette 
fois-ci d'operateur, qui impose de placer les operateurs de creation (a'^^, n > 
0) a gauche et les operateurs d'annihilation (a(^, n > 0) a droite. Get ordre 
normal introduit une constante supplementaire 

°° D - 2 

Lo = a'p^p^ + J2 «-n«n,M - (2-9.11) 

n=l 

La constante d'ordre normal est done a = Elle est egale a 1 lorsque 

D = 26. 

Dans les autres cas, ou la corde ouverte a des conditions aux bords 
Dirichlet-Dirichlet (DD) (2.5.9), Neumann-Dirichlet (ND) (2.5.10) ou Dirichlet- 
Neumann (DN) (2.5.11), pour une coordonnee X^^^ donnee, la contribution 
de cette direction a Lq, que nous noterons Lq° 

^ ' n=l 
oo ^ 

^o°ND = ^o°DN = X/ ~ 24 (2.9.12b) 

n=l 

OU nous avons omis Hq pour alleger les expressions et inclus la contribution a 
la constante d'ordre normal. Les expressions des L„, n ^ restent inchangees. 



^^Dans la theorie conforme associee a la corde ouverte, il n'y a qu'une seule algebre de 
Virasoro et nous notons simplement le poids conforme h = 1. 



74 



2.9 Quantification canonique : ancienne quantification covariante 



Notons que pour une corde ouverte ayant des conditions DD sur le meme 
nombre de dimensions, Lq s'ecrira 

/ _|_ _|_\2 CO 
^ ^ n=l 

ou / designe les directions du volume d'univers des D-branes et ± les direc- 
tions transverses. 



2.9.3 Determination du spectre de la corde libre ouverte 

Nous allons classer les etats a I'aide du nombre total N d'excitations des 
oscillateurs harmoniques, valeur propre de I'operateur 

oo 

7V=E«-n«n,M (2.9.14) 
n=l 

En efi^et, si I'on applique cet operateur a un element de E, on obtient 

(oo D \ 
EE^n = (2.9.15) 

n=l /i=0 / 

Nous n'entrerons pas dans les details de I'analyse detaillee du spectre qui 
est faite dans [1] p. 81-86 ou [3] p. 121-124 et nous nous contenterons d'en 
donner les resultats. 

- Le spectre est depourvu d'etats de norme negative quand D — 26. On 
retrouve la meme condition que celle evoquee dans le cadre de la theorie 
conforme. La constante d'ordre normal qui apparait dans I'expression 
de Lq est done egale a —1. 

- La condition sur Lq correspond a la condition de couche de masse sur 
les etats physiques 

m^ = ^(A^-l) (2.9.16) 
a 

- II existe un seul etat au niveau N — 0, note |0, A;'^) de masse carre 
negative. La theorie comporte done un tachyon. 

- Au niveau N — 1, nous avons 24 etats de masse nulle, definis par 
e^a'^ilO, kf) ou verifie la condition /c'^e^ = et est defini modulo 

~ -|- xkn avec x reel quelconque. Ces etats correspondent aux 24 
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polarisations possibles pour un boson vecteur de masse nulle evoluant 

dans un espace-temps a 26 dimensions. 
- Les autres etats sont obtenus par applications successives des opera- 

teurs a^n- Nous n'en aurons pas besoin par la suite. 
Nous allons a present donner les resultats pertinents pour les autres con- 
ditions an bord que nous avons evoquees precedemment. 

2.9.4 Corde fermee libre dans un espace plat 

Les modes de la corde fermee libre (2.5.7) verifient les memes relations 
de commutation que la corde ouverte 







(2.9.17a) 




= nr]'^'' Sm+n,0 


(2.9.17b) 






(2.9.17c) 



Les etats physiques doivent verifier la condition (2.9.8) pour les L„ et pour 
les Ln, ainsi qu'une condition supplementaire dite de level matching^^ 

(Lo-Io)lphys) = (2.9.18) 

Notons que Lq dans le cas de la corde ouverte, ou Lq + Lq dans le cas de 
la corde fermee, est le generateur des translations par rapport an temps Te 
de la feuille d'univers euclidienne et consitue ainsi I'hamiltonien du systeme. 
De meme, Lq — Lq est le generateur des rotations. Les etats physiques sont 
done invariants sous les rotations de la feuille d'univers. Nous verrons dans 
la section suivante que ce n'est pas toujours le cas. 

Les generateurs des algebres de Virasoro L„ et L„ sont identiques pour 
n 7^ a ceux de la corde ouverte. 

= ^ X] "-m«n+m,/. (2.9.19a) 
-^n = ^ ^ tt-m"n+m,,. (2.9.19b) 

^^Une traduction pourrait 6tre ajustement de niveau mais nous preferons garder le terme 
anglais. 
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Par contre, nous avons 

I oo 

i^o = jP% + otnOin,^. - 1 (2.9.20a) 

n=l 

/ oo 
- (1 s. — ^ 

U = JP'^P^ + 22 "-n«n,M - 1 (2.9.20b) 
n=l 

ou nous avons pose D — 26. 

On pent definir comme pour la corde ouverte un niveau N. La condition 
de level matching impose que = TV. La masse des etats physiques est 
definie par la relation suivante : 

4 

= — (AT-l) (2.9.21) 
a 

Comme precedemment, I'etat = est un tachyon. Les etats suivants sont 
obtenus par application successives d'un nombre egal d'operateur q;^!„ et a'^^- 
Les etats de masse nulle sont particulierement interessants. II s'agit des 
etats C/^i.a'iia'iilO, k'^) ou e^i, verifie la condition /c'^e^i^ = k^e/j^i, = et est 
defini modulo e^i, ~ e^i, + x^ki, + yuk^jt avec x^k^ — y^k^ — 0. Nous avons 
576 (24^) etats de masse nulle qu'on pent organiser en un scalaire 0, le 
dilaton, un tenseur symetrique de trace nulle la metrique, et un tenseur 
antisymetrique B. II est tout a fait legitime de donner de tels noms a ces etats 
car une perturbation de la metrique par exemple autour de I'espace plat est 
decrit par I'insertion de I'operateur de vertex du graviton (voir [3] p. 108). 
Ainsi I'extrapolation de cette observation conduit a inclure un dilaton, une 
metrique quelconque et un champ antisymetrique a Taction de Polyakov, 
ce qui donne le resultat que nous avons deja donne (2.6.9). Toutefois, en 
I'absence de theorie de champ de cordes permettant de decrire des etats 
coherents de gravitons par exemple, il est encore impossible de determiner 
de tels champs et nous sommes contraints de les choisir sans autre guide que 
la possibilite de definir la theorie perturbative et la faisabilite des calculs. 

2.9.5 Corde fermee et compactification 

Nous allons supposer qu'une seule direction est compactifiee et nous omet- 
trons I'indice d'espace-temps correspondant. Pour traiter le cas de la corde 
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avec un nombre d'enroulement non nul, il faut distinguer la partie gauche 
Xl, on partie antiholomorphe (2.8.24) sur la feuille d'univers euclidienne, et 
la partie droite^^ de la solution (2.5.13), ou partie holomorphe (2.8.23), 

XR{r,a)^x^^ + ^Pnir-a)+iJ^ J2 ^ e^^— ) (2.9.22a) 

nez\{o} 



X4T,a)^x1 + ^Pr.{T + a) + iJ^ J2 ^ e'^^^^^'^^ (2.9.22b) 

neZ\{0} ^ 

avec 

V wR V wR 

^"= = 1 + 17 '"=ii-17 P-''-^^' 

Les cordes non enroulees verifient pl — Pr et les cordes enroulees sont celles 
pour lesquelles Pl 7^ Pr- C'est pourquoi il faut introduire les modes conjugues 
a Pl et pr : xl et xr. 

Les relations de commutation sont les memes que pour la corde fermee 
dans un espace plat, mais celle pour les modes zero s'ecrivent pour un nombre 
d'enroulement non nul : 

[xL,PL] = [xR,PR]=i (2.9.24) 

On obtient alors, pour Lq et Lq 

I 00 
^0 = j(p|+pl) + X.«-n«n,M-l (2.9.25a) 

n=l 

00 



Lo^^ipl+pl) + J2^-n<>^-^ (2.9.25b) 



n=l 

ou p5. 6St la norme au carre de I'impulsion dans les directions non compact 
ifiees. 

Les conditions de Virasoro imposent : 
2 w^R^ 2 



m- = — + — + —{N + N-2) (2.9.26a) 

it^ a' a' 

N-N + vw = (2.9.26b) 



^^Ccs denominations siipposent que a est oriente de gauche a droite et sont opposees 
aux conventions habituelles (qui supposcnt que a est oriente de droite a gauche) ou les 
parties droite et gauche sont echangees, auquel cas la partie gauche est associee a la partie 
holomorphe et la partie droite, a la partie antiholomorphe. 
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Nous evoquerons les proprietes de symmetric dc cc spectre et ses con- 
sequences physiques a la section 2.10 

2.9.6 Corde fermee dans un orbifold et corde ouverte 
dans un champ electromagnetique constant et uni- 
forme 

Comme nous avons vu a la section 2.6, il existe une analogic formelle entre 
la corde fermee dans un orbifold et la corde ouverte dans un champ electro- 
magnetique constant et uniforme et nous allons voir qu'elle reste presente 
apres la quantification. Dans le cas de I'orbifold de boost que nous expli- 
querons plus en detail a la sous-section suivante, cette analogic est meme 
indispensable pour quantifier correctement les modes zero. 

Dans le cas general de I'orbifold (2.6.6), les relations de commutation (non 
nulles) entre les modes Q!„ et q;„ s'ecrivent [74] 

K , <] ^{n- iwJYX'^ ^n+m,o (2.9.27a) 
[< , <] = + iwJTX" Sn+m,0 (2.9.27b) 

Ces relations sont valables pour n — sauf pour les directions scion lesquelles 
a une valeur propre nulle, auquel cas, il faut definir^^ a partir de ao et 
ao des operateurs de type x et p. Cette redefinition doit etre faite pour les 
cordes non twistees w — {oq = ckq = \J^P^)- Par ailleurs, dans ce cas, on 
retrouve bien les relations de la corde fermee dans un espace plat. 

Ces relations de commutation sont a comparer a celles de la configuration 
de champ electromagnetique (2.6.18) 

K , <n] = (n + zl])^X^ 5n+m,o (2.9.28) 

valables pour n = sauf si a une valeur propre nulle (cas des ondes planes, 
qui est resolu en adoptant la jauge du cone de lumiere). II faut aj outer les 
relations de commutation sur les 

(2.9.29) 

^^Nous invitons le lecteur a se referer a la sous-section 2.4 de [74] pour les details de ce 
cas particulier. Dans fairs le lien entre notre presentation et cet article, il faut echanger 
les modes a et a. 
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La configuration de corde fermee est composee de deux copies des modes de 
cordes ouvertes, si Ton ne tient pas compte des modes zero dont le traitement 
est plus delicat. Nous verrons comment les modes zero sont relies dans le cas 
de I'orbifold de boost et de la configuration de champs electriques. 

En ce qui concerne les generateurs des algebres de Virasoro, pour la corde 
fermee et pour la corde ouverte, les expressions des L„ (L„) (2.9.19b) restent 
inchangees tandis que dans les expressions de Lq {Lq), la constante d'ordre 
normal change a cause d'une part, du decalage dans les energies des modes 
(±iwj' ou +iwfl) et d'autre part, dans le cas d'un orbifold de boost on 
du champ electrique, les modes zeros ne sont pas des operateurs d'oscillateur 
harmonique et ne doivent done pas etre ordonnes. Dans ces derniers cas, ou la 
quantification est particulierement delicate, nous detaillerons les expressions 
des generateurs L„ et la fagon dont il faut proceder. 

Pour le cas general, nous invitons le lecteur a se reporter a I'annexe B de 
[74] qui presente des resultats unifies pour les trois configurations d'orbifold, 
qui peuvent etre transposes aux configurations de champs electromagnetiques 
constants et uniformes. 



2.9.7 Configuration de champs electriques et orbifold de 
boost 

Considerons le cas de la corde ouverte couplee aux champs electriques 
d'intensite eo et ei. Les relations de commutation s'ecrivent 

[a+ , a;;] = -(n + iu) dn+m,o (2.9.30a) 

[Qo^Qo]-—^ (2.9.30b) 
eo — €i 

En particulier, les modes Oq verifient la relation de commutation suivante 

[a+,ao] = -ii/ (2.9.31) 

qui correspondent a un oscillateur harmonique inverse [19]. Si I'on se re- 
streint aux modes Xq et Qq, nous avons exactement la meme situation qu'une 
particule dans un champ electrique. Nous en expliquerons les consequences 
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physiques dans le chapitre 3.2. Alors que pour les autres modes, malgre le de- 
calage iu de leur energie, I'espace des etats est un espace de Fock, pour Oq, I'es- 
pace des etats est le continuum d'etats correspondants au spectre de I'oscilla- 
teur harmonique inverse. La distinction « operateur de creation » / « operateur 
d'annihilation » n'a pas de sens pour oq, il ne faut done pas I'ordonner. La 
prescription donnee par [19] consiste a symetriser le produit o^Uq . Ainsi, Lq 
s'ecrit 

1 °° 11 

Lo^L^- 2 (a^Oo + Oq a+) - J] at^a' + a:„a+ + ~ ^2 ^^-^-^^^ 

n=l 

ou Lq correspond aux directions transverses au cone de lumiere^^. Notons 
que Lq n'est pas le prolongement analytique ^ — > i/3 de I'operateur Lq de 
la corde ouverte couplee a des champs magnetiques. Un tel prolongement 
donnerait, a la place du terme |ii^(l — w). 

Pour la corde fermee dans un orbifold de boost, les relations de commu- 
tation s'ecrivent 



-{n + iu) 6n+m,o (2.9.33a) 

[«n > «m] = -(^ - ^n+m,0 (2.9.33b) 



Pour les modes zeros, nous avons en particulier 



[«0 > «0 . 



(2.9.34a) 
(2.9.34b) 



II s'agit de deux copies de I'algebre de la corde ouverte, les modes droits de 
la corde fermee correspondant a un parametre +u, les modes gauches 
okq a un parametre —v. II est possible de faire correspondre exactement les 
quatre modes zeros de la corde fermee avec les quatre modes zeros de la corde 
ouverte et ainsi transposer directement a la corde fermee I'analyse faite pour 
la corde ouverte. II suffit d'identifier 

= Oq oko = ±^/jy{ei - eo)qQ (2.9.35) 
^^La contribution des fantfimes est sous-entendue. 
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et peuvent etre representes par la derivee covariante dans un champ 
electrique constant appliquee a la fonction d'onde (l){x'^,x~) d'un etat propre 
des modes zero du cone de lumiere 

4 = id^ ± = ^—=L== (zd^ ^ ^^^) (2.9.36) 

On aura alors 

= iV^ = id^ ± = iV^ = id^ ^ (2.9.37) 

Nous pouvons a partir de ces definitions nous focaliser sur la physique dans 
le cone de lumiere. Nous allons voir qu'en definissant de fagon appropriee 
la masse, les conditions de Virasoro impliquent que la fonction d'onde 
verifie I'equation de Klein-Gordon dans le cone de lumiere en presence d'un 
champ electrique, ce qui justifie a posteriori notre interpretation en terme 
d'oscillateur harmonique inverse. 
Les expressions de Lq et Lq sont 



1 °° 11 

Lo = - -{a^ao + Oio ) - ^-n< + ^^-n^^n + ~ 12 (^-^-^^^^ 

n=l 

1 °° 11 

Lo = - -(ajao + «o «o ) - ^-n^n + ^-n^^n + ~ 7^ (2.9.38b) 



2 12 

n=l 



Le generateur de boost J 



a"*" a" + a" a"*" a" + a" a+X (2.9.39) 

n=l 



-n n ' —n n ^—n^n ' ^— n^n 

n + iv n — if 



doit etre un multiple de a cause de la relation d'equivalence de I'orbifold. 
Definissons maintenant une masse « droite » M et une masse « gauche » 

M 

oo ^ 

= -2 J] at^a- + + i/^ - - + (2.9.40a) 

n=l 

oo ^ 

-2 J] al^a; + + _ , (2.9.40b) 



n=l 

oo 

n=l 
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et les conditions de Virasoro s'ecrivent 

= c^o Q^o + <^o '^o' ~ ^0^0 + ^0^0 (2.9.41) 

c'est-a-dire, dans la representation des cto et ao en terme d'operateurs dif- 
ferentiels agissant sur la fonction d'onde 0, de I'equation de Klein-Gordon 
dans M}'^ d'une particule de charge +1/ 

(v+v- + v-v+)0 = mV 

ou d'une particule de charge —i/ 

(V^V" + V" V^)0 = (2.9.42b) 

La signification physique pour les cordes de ces equations sera precisee a la 
sous-section 3.2.3. 

Terminons par la definition de la masse de cone de lumiere 

^2_i(M2 + M2) (2.9.43) 

et de j la partie de mode zero du generateur de boost 

j = i- (M^ - M^) (2.9.44) 

2.9.8 Corde ouverte dans des ondes planes electromag- 
netiques a profil lineaire 

Derniere configuration a avoir ete etudiee dans la section 2.6, elle presente 
la ressemblance suivante avec la configuration de champ electrique : selon la 
valeur de 6 = ei — cq — vreoei, les modes zero sont soit de type magnetique 
{S > 0), c'est-a-dire des operateurs d'oscillateur harmonique, soit de type 
onde plane {5 — 0), ou ils se reduisent a deux modes de corde libre xq et 
Po, soit de type electrique S < 0, c'est-a-dire des operateurs d'oscillateur 
harmonique inverse. Nous verrons au chapitre 3.1 que le type magnetique 
correspond a une configuration stable alors que le type electrique, a une 
instabilite cinematique de la corde. 

Nous avons vu a la section 2.6 que cette configuration pouvait se ramener, 
dans le cas ou la corde n'est pas neutre, a deux problemes unidimensionnels 



(2.9.42a) 
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selon deux directions d'espace. Nous avons ainsi les relations de commutation 
suivantes 

K , aL] = '^n ^n,m , (2.9.45) 

pour n 7^ et 

[ao,al]—u!o ou [xo,po\—i ou [a+,a^]—iko (2.9.46) 

pour les modes zero, selon la valeur de S (nous nous limitons a A > 0, 
A = Ci — eo + |). Les normalisations, dont nous n'avons pas explique I'origine 
a la section 2.6, sont fixes par ces relations de normalisations, de telle sorte 
que dans le membre de droite apparaissent I'energie du mode correspondant, 
comme dans le cas de la corde libre dans un espace plat. 
Lo s'ecrit alors 

oo ( Go Go si 5 > 

p+Lo = + < pI si 6 = (2.9.47) 

[a+a- si 5 < 

A ce stade nous devons faire trois remarques : 

- Le facteur p+ apparait car nous avons utilise le formalisme de la quan- 
tification dans la jauge du cone de lumiere. 

- E est une constante d'ordre normal dont I'expression pent etre trouvee 
dans [77]. II est important de noter qu'elle est reelle. 

- Les modes electriques ont ete ordonnes, malgre ce qui a ete dit precedem- 
ment. En effet, les etats peuvent etre exprimes comme des etats de 
Fock. La constante E etant reelle meme dans le cas 5 < 0, la condition 
de Virasoro pent tout a fait etre verifiee. La difference par rapport a 
la configuration de champs electriques reside dans le type d'instabil- 
ite. Dans notre cas, I'instabilite est seulement cinematique, alors que 
dans I'autre cas, I'instabilite est due a la production de paires. II serait 
interessant d'etudier d'autres configurations de type electrique pour 
savoir si cette correlation entre type d'instabilite et nature du spectre 
pent etre generalisee. 
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2.9.9 Corde supersymetrique dans I'espace plat 

Quantification canonique 

Les operateurs fermioniques doivent verifier les relations d'anticommuta- 
tion suivantes 

<y) , r-{r, ^0} = ^^v'^'Sia - a') (2.9.48a) 

W(r, a) , r+{r, a')} = ^^v'^^ia - a') (2.9.48b) 

{r-(r,(T),r4r,a')}^0 (2.9.48c) 
Les modes verifient alors 

{(3^ , (3^ = {P^ , P^J = v'''Sr+s,o (2.9.49) 
Les generateurs L„ et Gj. ont pour expression 

Ln = ^^(^-m(^m+n,n+^^(^ + p'l,Ps+n,n U (2.9.50a) 
meZ s 

a = V2^p'^/3,,^+ Yl "^-ml^rn+r,,, (2.9.50b) 
m6Z\{0} 

I oo 

Lo = -^P^Pn + X] a-m(^m,n + X ^l^-sl^^,n + « (2.9. 50c) 

m=l s>0 

avec a — \ pour le secteur R et a = pour le secteur NS. Les expressions 
pour les quantites antiholomorphes s'ecrivent de fagon identique avec a et $. 
Pour la corde ouverte, a et /3 sont remplaces par a et 6 et ^p^Pjx par a'p'^p^. 

II est utile d'introduire un nombre de spineurs sur la feuille d'univers, 
note F, defini modulo 2, pour classer les etats du spectre selon leur valeur 
propre ±1 pour I'operateur e^'^^ . L'expression de F ne nous est pas utile, elle 
pent etre trouve dans [4] chapitre 10. 

Corde ouverte 

La condition d'etats physiques s'ecrit pour la corde ouverte 

L^lphys) = n > (2.9.51a) 
G^lphys) = r > (2.9.51b) 
(Lo-a)|phys) = (2.9.51c) 
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on a — ^ dans le secteur NS et a — dans le secteur R. 

Nous obtenons alors la condition de couche de masse suivante, a D — 10 
dimensions et en tenant compte des contributions des fantomes et superfan- 
tomes, 



m 



1 1 



= -(7V--) (2.9.52) 



pour le secteur NS et 



a'' 2 
1 



= —N (2.9.53) 

a 



pour le secteur R. 

Dans le secteur NS, I'etat du vide est I'etat annihile par tons les avec 
r > 0, et est note \0;k). Le secteur NS contient done des bosons. L'etat 
|0; k) est un etat tachyonique, note NS— car il a une valeur propre —1 pour 
I'operateur'^^ e^'^^ . Les etats excites bosoniques sont construits en appliquant 
des operateurs /?^,,,, r > 0, une fois chaque maximum a cause des relations 
d'anticommutation. On peut montrer qu'il existe 8 etats de masse nuUe qui 
representent les differentes polarisations d'une boson vecteur a 8 dimensions. 
On les note NS+. 

Par contre dans le secteur R, il existe plusieurs etats du vide, qui ont une 
masse nulle. Ces etats \u; k) (nous anticipons la notation sur le resultat) sont 
determines par la condition (2.9.51b) pour r > et par la condition suivante 

Go\u; k) = Vo/ls'; k) k ■ Fs'sUs = (2.9.54) 

ovL Us est la polarisation du spineur u : \u;k) = \s;k)us et la somme sur s 
est sous-entendue. Nous reconnaissons I'equation de Dirac pour un fermion 
de masse nulle 

k ■ Ts'sUs = (2.9.55) 
ou sont les matrices realisant I'algebre de Cardiff a D dimensions 

= V2(3^ (2.9.56) 

Le secteur R contient done des fermions. II est possible de demontrer qu'il y a 
16 etats du vide dans le secteur R, qui se decomposent en 8 etats correspon- 



^^Ceci signifie qu'il y a un spineur sur la feuille d'univers. En effet, il s'agit d'un spineur 
superfantSme, qu'il faut inclure dans le decompte. 
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dant aux polarisations d'un spineur de chiralite positive , notes R+, et en 
8 etats correspondants aux polarisations d'un spineur de chiralite negative, 
notes R— . Les signes ± font toujours reference a la valeur propre de I'etat 

?7rF 

pour e . 

Ainsi, les etats tachyoniques et de masse nulle sont classes dans les secteurs 
NS± et R±. Trois conditions de coherence supplementaires sur la theorie, 
localite, fermeture de I'algebre des produits d'operateurs et invariance mod- 
ulaires des amplitudes, ainsi que le couplage a la theories de corde fermee 
dont nous parlerons a la sous-section suivante, selectionnent deux secteurs : 
NS-|- et R-I-. C'est la theorie de type I. Elle contient des cordes ouvertes non 
orientees. Le spectre ne comporte pas de tachyon (qui est dans NS— ). 



Corde fermee 

Le spectre de la corde fermee est consitute de deux copies des spectres 
de la corde ouverte. Si on note a et a les constantes d'ordre normal associees 
respectivement aux parties holomorphe et antiholomorphe, on a la condition 
de couche de masse suivante 

m'^ ^ —(N - a) ^ —(N - a) (2.9.57) 
a a 

a et a sont determines comme pour la corde ouverte selon le secteur dans 
lequel on se trouve. ainsi les secteurs RR et NSNS contiennent des bosons, 
alors que les secteurs RNS et NSR, des fermions. 

Les trois conditions de coherence selectionnent deux theories : 

- la theorie de type IIB, qui comporte les secteurs (NS+,NS+), (R+,R+), 
(R+,NS+), (NS+,R+) 

- la theorie de type 11 A, qui comporte les secteurs (NS+,NS+), (R+,R— ), 
(R+,NS+), (NS+,R-) 

Cette selection est operee sur le spectre total par I'intermediaire de la projec- 
tion Gliozzi-Scherk- Olive (GSO). De meme cette projection GSO selectionne 
les etats de cordes ouvertes. Pour la theorie de type IIB, la projection con- 

^^Nous definissons V = F'^.-.Tg. Un etat de chiralite positive est un etat ayant pour 
valeur propre +1 pour F, un etat de chiralite negative, un etat ayant pour valeur propre 
— 1 pour r. 
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serve les secteurs qui verifient 

giTTF _ giTTF _ (2.9.58) 

Pour la theorie de type IIA, la projection conserve les secteurs qui verifient 

e^"^ = +1 

• F • F (2.9.59) 

e*'^ = +1 si le secteur est NS, e*'^ — —1 si le secteur est R 

Aucune de ces deux theories ne contient de tachyons, ce qui fait tout I'interet 
des theories supersymetriques. 

A partir de la theorie de type IIB, dont les secteurs holomorphes et an- 
tiholomorphes ont la meme chiralite, il est possible de definir une theorie 
de cordes fermees non orientees en ne selectionnant que les etats du spectre 
dont la valeur propre est +1 pour I'operateur de parite sur la feuille d'univers, 
note Jl. On obtient alors la theorie de cordes fermees non orientees de type I. 
C'est la seule theorie avec laquelle peuvent interagir les cordes ouvertes, ce 
qui explique pourquoi elles doivent elles aussi etre non orientees. C'est dans 
le cadre de ces theories, de type I pour les cordes ouvertes, de type IIA et 
IIB pour les cordes fermees, que nous etudierons la S-brane, a la section 2.10 
et 3.3. 



2.10 D-branes et Dirichlet S-branes 

Nous revenons sur le cas de la corde fermee dans un espace plat com- 
pactifie et nous exposons la T-dualite, qui permet d'introduire un objet tres 
important en theorie des cordes, la D-brane ou membrane de Dirichlet. 



2.10.1 T-dualite pour les cordes fermees 

Comme precedemment nous ne considerons qu'une seule direction (sup- 
posee spatiale) et nous omettons I'indice d'espace-temps correspondant. Le 
spectre de la corde fermee dans un espace plat compactifie, determine par les 
conditions (2.9.26), est invariant sous la transformation 

,v^w (2.10.1) 

R 
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En particulier, lorsque — > 0, le spectre de la corde presente un continuum 
et s'approche de celui dune dimension non compacte, ce qui est totalement 
different de la situation en theorie du point. Cette equivalence est aussi val- 
able pour les interactions^^. Sous cette transformation, le mode pr ne change 
pas, tandis que pl est change en —pL- Si Ton note X' le champ obtenu par 
T-dualite a partir de X, on pent ecrire 

X'^Xr-Xl (2.10.2) 

La relation entre X' et X est done non-locale sur la feuille d'univers. 

Finalement la theorie de la corde compactifiee sur un cercle de rayon R est 
equivalente a la theorie compactifiee sur un cercle de rayon a'/ R. Les rayons 
definissant des theories differentes appartiennent a I'intervalle [y/a', oo[. y/c/ 
est le rayon auto-dual et consistue en quelque sorte une distance minimale 
pour la corde fermee. 

De meme pour les champs fermioniques, la T-dualite change ip-^L en 
—ip-,L et ip+,L en —ip^^L. Ceci multiplie par —1 la valeur propre pour e*'^^ des 
etats du secteur R antiholomorphe. La theorie IIA compactifiee sur un cercle 
de rayon R est done equivalente par T-dualite a la theorie IIB compactifiee 
sur un cercle de rayon a'/R et inversement, la theorie IIB est T-duale a la 
theorie IIA. 

2.10.2 T-dualite pour les cordes ouvertes et D-branes 

Pour les cordes ouvertes, par contre, dont le spectre est identique au 
spectre (2.9.16) d'espace plat non compactifie, la limite i? ^ est identique 
a celle en theorie du point. La corde ouverte, lorsque R — 0, est contrainte 
a se propager dans un espace comportant une direction spatiale de moins. 
Comme nous I'avons vu pour la corde fermee, la theorie T-duale est decrite 
par le champ X' — X^ — Xr. La condition de Neumann pour X devient une 
condition de Dirichlet pour X'. Les coordonnees X(cr, t)|^^q^ des extremites 
de la corde ouverte sont ainsi fixees. Par contre, pour ip±, les conditions aux 
bords ne sont pas modifiees. 

^^Cependant, nous ne detaillerons pas cet aspect dans les sections suivantes. 



89 



2 Formalisme perturbatif 



Dans le cas general, ou Ton a fait une T-dualite dans une ou plusieurs 
directions, le lieu ou les extremites de la corde sont contraintes d'evoluer est 
un hyperplan de I'espace-temps, appele D-brane. 

Nous pouvons faire plusieurs remarques 

On pent tout a fait definir la transformation de T-dualite par I'opera- 
tion Xl — > —Xl (et ■0±,l ~^ ~'0±,l) independamment de la compacti- 
fication, par exemple dans le cas decompactifie ou i? = oo. 

- Dans la theorie supersymetrique, la T-dualite a partir de la theorie de 
type I compactifiee fait apparaitre en plus des D-branes, des objets 
qui correspondent an fait que la corde ouverte est non orientee : des 
orientifolds. II s'agit de plans qui sont en quelque sorte des miroirs dans 
lesquels les deux versions orientees de la corde se refletent. Loin des D- 
branes, nous avons un theorie de type II, car la projection d'orientation 
Q relie un etat de corde avec son image derriere I'orientifold, mais 
n'impose aucune contrainte locale sur les etats. A partir de la theorie 
de type I (dont les secteurs ont meme chiralite), nous obtenons par 
T-dualite une theorie de type IIA hors des D-branes (et type I sur les 
D-branes) puis par une T-dualite supplementaire une theorie de type 
IIB, etc. 

- La position d'une D-brane est T-duale a la valeur d'un potentiel de 
jauge. A un systeme de n D-branes correspond un champ de jauge 
U{n) qui est couple a la corde ouverte. Dans ce cas, les positions des 
D-branes sont encodees comme les valeurs propres d'une matrice U{n). 
A une seule D-brane correspond un champ de jauge electromagnetique. 

- Les D-branes sont en realite des objets ayant une dynamique propre. En 
effet, les fluctuations des D-branes sont simplement T-duales des fluc- 
tuations du champ de jauge (par exemple, ce champ pent dependre du 
temps, alors la position de la D-brane aussi. Ce genre de conflguration 
est etudiee par exemple dans [64]). Par la suite, nous ne considererons 
que des D-branes « rigides ». 

- Les D-branes sont des objets dont la masse est proportionnelle a I'in- 
verse de la constante de couplage de la theorie et sont a ce titre con- 
siderees comme des etats non perturbatifs de la theorie. 

- Les D-branes peuvent etre deflnies dans d'autres geometries. Un exem- 
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pie proche des travaux que nous avons effectues dans cette these pent 
etre trouve dans [78] 
- Nous noterons Dp-brane une D-brane comportant p directions spatiales. 
Le volume d'univers qu'elle decrit est done un espace ap+1 dimensions. 
Dans I'espace-plat, il s'agit de M^'^. 
La Dp-brane, dans les theories a basse energie, est une solution de type 
soliton. Elle est decrite par une action dite de Born-Infeld pour la partie 
bosonique 



Sp = -Tp j (F+^i tre""^ V- det {g + h + 2Tia'F) 
+i tr exp(27rQ;'F + 6) A C, 



(2.10.3) 



ou Tp est une constante qui correspond a la tension de la D-brane. (f) est le 
dilaton g etb sont la metrique et le tenseur anti-symmetrique (etats de masse 
nulle du secteur NSNS de la corde fermee) induit sur la Dp-brane 

ga(3 = ^^ g,Axm , bap = -Q^^ b,^{xm (2.10.4) 

F est le champ de jauge se propageant dans la D-brane (etat de masse nulle 
du secteur NS de la corde ouverte). Enfin, les champs sont les differents 
etats RR admis dans la theorie de type II, q indiquant le degre de la forme 
difFerentielle associee. Pour la partie fermionique de Taction de la D-brane, 
nous invitons le lecteur a se reporter a [4] et aux references qui y sont donnees. 

Si Ton considere les D-branes comme des etats de la theorie, leur construc- 
tion par T-dualite montrent que la theorie de type IIA contient les D8-, D6-, 
D4-, D2-, DO-branes et la theorie de type IIB, les D7-, Do-, D3-, Dl-branes, 
auxquelles il faut ajouter la D9-brane, identifiee dans la theorie a basse en- 
ergie (supergravite de type IIB). Ces etats sont stables"^^. A ces D-branes 
stables, on pent adjoindre des D-branes instables'^", qui ne font pas a stricte- 
ment parler partie de la theorie puisqu'elles se desintegre au bout d'un certain 
temps, mais qui jouent un role important dans les configurations dependantes 
du temps (nous en redirons quelques mots a la sous-section 3.3.1). Ainsi en 



^''Ce sont des etats BPS. 
4°ou non-BPS 
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theorie de type IIA, les D9-, D7-, D5-, D3-, Dl-branes sont instables, et en 
theorie de type IIB, ce sont les D8-, D6-, D4-, D2-, DO-branes. 

2.10.3 S-branes de Dirichlet en theorie de type II* 

Si nous faisons une T-dualite sur la direction X^, nous obtenons une D- 
brane tres particuliere : elle n'existe qu'un instant ! Pour insister sur cette 
particularite, elle est appelee S-brane (de Dirichlet, pour des raisons qui ap- 
paraitront a la sous-section 3.3.1). Cette construction est decrite en detail 
dans [79]. En theorie des cordes bosoniques, elle ne pose aucun probleme 
particulier. Cependant en theorie des supercordes, lorsqu'on se place dans la 
limite des basses energies, les S-branes sont des solutions de theories appelees 
II* et dont la definition est problematique. Le statut de ces S-branes est done 
assez imprecis. Nous reparlerons de ce probleme a la section 2.13, consacree 
aux etats de bord. 



2.11 Operateur de vertex et ordre normal 

Dans cette section, nous parlerons uniquement des operateurs de vertex 
pour la theorie bosonique car nous n'avons calcule en theorie supersymetrique 
que des amplitudes ne faisant intervenir aucun operateur de vertex (ampli- 
tudes du vide, sans etats entrant ni sortant). 

2.11.1 Construction des operateurs de vertex pour les 
difFerents etats du spectre 

Les amplitudes autres que les amplitudes du vide correspondent a des 
fonctions de correlation a un on plusieurs operateurs, dont nous avons ex- 
plique qu'elles pouvaient etre calculees dans une representation de champ 
libre a I'aide des operateurs de vertex. Nous allons donner quelques exemples 
qui nous seront utiles, puis nous etudierons en detail le probleme d'ordre 
normal que pose les operateurs de vertex dans la configuration d'orbifold de 
boost. 
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Considerons pour I'instant le cas de la corde libre dans un espace plat. 
Nous avons evoque dans la section 2.8 le fait que les fonctions de correlation 
pour le champ libre bosonique s'ecrivaient en terme d'operateur de vertex 
de forme exponentielle e^^-^ . Get operateur de vertex represente I'insertion 
d'un etat tachyonique |0;A;'^) dans I'amplitude de diffusion. Pour construire 
les operateurs de vertex correspondant aux autres etats du spectre, il faut 
trouver I'equivalent des operateurs de creation q;^„ dans la representation de 
champ libre conforme. Rappelons que le champ dX pent s'ecrire comme une 
serie de Laurent 

neZ\{0} 

pour z appartenant a un anneau A centre sur (on suppose qu'on veuille 
inserer un etat en 0). Par application du theoreme des residus, on exprime 
alors comme 

ou C est un contour contenu dans I'anneau A, ce qui revient a 

< ~ 9"X''(0) (2.11.3) 

Ainsi a Paction de sur un etat correspond la multiplication de I'operateur 
de vertex par d"'X'^{0). Nous nous permettons d'ecrire 9"X^(0) puisque les 
eventuelles divergences sont retirees a I'aide de I'ordre normal. Toutefois, 
nous avons privilegie la clarte a la rigueur ; il est possible de demontrer cette 
correspondance en utilisant I'equivalence entre le formalisme d'integrale des 
chemins et celui de quantification canonique. 

En resume, pour I'etat de niveau N = (etat tachyonique pour la corde 
bosonique libre dans un espace plat), I'operateur de vertex s'ecrit 

y^^.^ik-X{z,z). (2.11.4) 

Pour un etat de niveau N = 1 (etat de masse nulle pour la corde bosonique 
libre dans un espace plat), nous avons 

= :9X'^(^)e*^(^'^") : (2.11.5) 
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dans la cas de la corde ouverte et 

Vr ^■.dX^'{z)dX''{z)e'''-^^'''^ : (2.11.6) 
dans le cas de la corde fermee. 

2.11.2 Ordre normal dans une amplitude comportant 
des etats twistes 

Ces expressions sont valables pour les cordes fermees non twistees dans 
I'orbifold de boost. Par contre, pour les etats de cordes twistes, la construction 
des operateurs de vertex correspondants n'est pas connue. Nous avons alors 
choisi d'ecrire les amplitudes dans le formalisme des operateurs, ou jusqu'a 
deux cordes twistees peuvent etre inserees sous la forme des etats initiaux et 
finaux, qu'il est possible de determiner dans ce cas. Nous allons done revenir 
sur le probleme de I'ordre normal pour les operateurs de vertex des cordes 
non twistees dans I'orbifold de boost. 

Considerons d'abord I'operateur de vertex Vo pour une corde libre dans 
un espace plat. Nous ecrivons alors X comme la somme d'une partie de 
mode Xq, d'une partie de frequences positives X>o, qui ne contient que des 
operateurs d'annihilation et d'une partie de frequences negatives X^q, qui ne 
contient que des operateurs de creation. L'operateur de vertex 

. „-ik+x- -ik-x+ ik-^-X-^ . 
I/O — . e e 

s'ecrit, en se restreignant aux coordonnees du cone de lumiere, 

^ ^-ik+X-g-ik-X+Q^-ik+X-g-ik-X+g^-ik+X^-ik~X+ (2.11.8) 

oli on a place les operateurs de creation a gauche, les operateurs d'annihila- 
tion a droite, sans se preoccuper des eventuels commutateurs des operateurs 
entre eux. En effet, les termes qui proviennent des commutateurs sont sin- 
guliers et on pent considerer qu'ils sont retires par I'ordre normal, ce qui regu- 
larise I'expression des operateurs de vertex. Cependant, nous allons voir que 
la prescription d'ordre normal operatoriel est naive dans le cas de I'orbifold 
de boost, car les termes issus des commutateurs ne sont pas tons singuliers. II 



(2.11.7) 
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faut revenir a la simple regularisation introduite par I'ordre normal conforme 
et traduire cette regularisation en terme de prescription sur les operateurs 
de creation et d'annihilation. Examinons en detail le cas de la corde libre 
dans un espace plat. Nous notons Vq I'operateur de vertex non regularise et 
ecrivons 

y* _ ^-ik+X--ik-X+ _ ^{-ik+X-Q~ik-X+Q)+{-ik+X-Q-ik-X+Q)+{-ik+X--ik-X+) 

(2.11.9) 

Pour simplifier les expressions, nous absorbons le facteur — i/c^ dans ; 
nous supposerons par ailleurs que a' = 2, 

y* — gX<o(z,z)+x>o(z,z)+Xo(2,2) ^2 11 10) 

Nous souhaitons utiliser la formule de Baker-Campbell-Hausdorlf e^"*"^ = 
e'^e^e^^t"^'^! pour des operateurs A et B tels que [A, B] soit un multiple de 
I'identite''^, mais le commutateur [X<o,-^>o]; qui s'ecrit 

oo ^ 

[X^oiz, z) , X^o{z, z)] = -4k+k- V - (2.11.11) 

n 

n=l 

est infini. Pour etudier la singularite, separons les positions des operateurs 
X^Q et X>o et ecrivons 

V* = lim Q^<o{z' ,z')+x>o{z,z)+Xo{z,z) ^2 11 12) 

2'— >2 

La formule de Baker-Campbell-Hausdorff donne alors 

V* = lim e^o(.,.-)gX<o(2',.-')gX>o(2,2-)g-fc+fc-in|i-4r (2.11.13) 



z —*z 



Nous obtenons alors (2.11.8) en supprimant le dernier facteur. Cette regu- 
larisation pent etre faite sans introduire la limite z' — > z, en adoptant la 
prescription suivante : ecrire le commutateur (2.11.11) sous la forme d'une 
serie divergente et soustraire les termes dominants divergents. 

Cette analyse a pu paraitre triviale dans le cas de la corde libre, mais 
examinons maintenant I'operateur de vertex correspondant a I'insertion d'un 
etat de corde non twistee dans une amplitude de diffusion. Comme nous 



C'est ainsi que nous designerons les c-number. 
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I'avons explique dans le cas de la corde compactifiee, il faut superposer les 
images de la corde sous I'operation de boost. Nous obtenons un resultat 
dependant de la valeur propre du moment cinetique de boost j 

/oo 
^^^-ik+X-e-^-ik-X+e^+ik^.X^-ijv. (2.11.14) 
■oo 

Pour ne pas alourdir inutilement les expressions, nous enlevons tout ce qui 
depend de v, sachant qu'a la fin nous pouvons remettre I'integrale sur v, le 
facteur e~^^'" et faire la substitution /c^ /c^e^^ pour obtenir le resultat 
correct. 

Nous ecrivons ainsi I'operateur de vertex non regularise de la fagon suiv- 
ante 

y* — QX^o{z,z)+Xyo{z,z)+Xo{z,z) (2 11 15) 

Pour une amplitude dont les etats initiaux et finaux appartiennent au secteur 
non twiste, aura I'expression correspondante au secteur non twiste ou 
w — 0, ce qui revient au cas etudie ci-dessus. Par contre des lors que les etats 
initiaux et finaux appartiennent a un secteur twiste w, X"^ a I'expression 
correspondant a ce secteur w. Physiquement, la corde non twistee est emise 
dans le vide des cordes twistees. C'est dans cette situation que nous nous 
plagons maintenant. 

En suivant la meme demarche que ci-dessus, nous separons les frequences 
positives des frequences negatives 

Vo = lim e^<o(z',-z')+x>oiz,z)+Xoiz,z) (2.11.16) 

z'—*z 

et nous obtenons 

y* — g^o(2,2)gX<o(2',z')gX>o(2,2)g^fe+fe-C*(z,2') (2.11.17) 



2 — +2 

avec 



1 / z' 
C*{z, z') =— - - 2Fi{l + iu,l;2 + iu;- 

1 + lU \ z J \ z 

+ - -(- 2FAl-iv,l]2-w-- 

\ — IV \ z ) \ z 

+ I - ) 2i^i ( 1 + ii^, 1; 2 + iv; ^ 

\ + IV \ z J \ z 

+ - -(- 2i^i (l-^i^,l;2-^i/;^ 

\ — IV \ z \ z 



(2.11.18) 
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ou 2Fi{a,b;c;x) est une fonction hypergeometrique definie dans I'annexe A. 
Du comportement de cette fonction lorsque x — > 1 (voir I'annexe A), on 
deduit celui de C* 



2 

C*{z,z') ^ -2]n' 



1-'- 
z 



+2 [2V^(1) - + iu) - - iiy)]+o{l) z' ^ z 

(2.11.19) 

on ip est la fonction digamma. On regularise en eliminant le In dans C. Les 
termes non-divergents doivent etre gardes par contre et on obtient I'operateur 
de vertex regularise 

= gXo(2,f)gX<o(2,f)gX>o(2,2)g*;+fe-[2i/'(l)-V'(l+ii')-0(l-w)] ^2 11 20) 

En utilisant la prescription que nous avons donnee, le calcul est plus 
simple 

y* — qXo{z,z) ^X<o{z,z) ^X>o{z,z) ^k+k- S* ^2 H 21) 



avec 



1 1 

S* = y" - + (2.11.22) 

n + iv n — 11/ 

n=l 

Le terme dominant est |. Pour regulariser, il suffit de remplacer S* par^^ 

°° 1 12 

S = y - + : (2.11.23) 

^-^ n + lu n — IV n 

n=l 

S est finie et pent etre evaluee, ce qui permet de confirmer le resultat obtenu 
(2.11.20) 

Remarquons que S pent etre ecrite comme la difference de commutateurs 

S = [-'^<o , ^>o]o + [^<o ) -'^>o]o - [-'^<o > ^>o]i^ ~ [^<o > ^>o]i^ (2.11.24) 

ou I'indice u indique que le commutateur doit etre calcule dans le secteur 
twiste de parametre u et I'indice indique que le commutateur doit etre 
calcule dans le secteur non twiste. 

Enfin, nous reviendrons dans la sous-section 3.2.4 sur la signification 
physique du facteur e*'^'^ ^ . 



^^Dans la section 3.2 et Particle [26], annexe C, nous avons utilise A, qui est I'oppose 
de S : S{u) = -A{u). 
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2.11.3 Ordonnement des modes zero pour les opera- 
teurs de vertex de I'etat N = 1 dans une am- 
plitude comportant des etats twistes 

II existe une seconde subtilite avec les operateurs de vertex Vi pour des 
amplitudes ou les etats initiaux et finaux appartiennent au secteur twiste. 
Considerons dans un premier temps un operateur Vi de corde ouverte. La 
definition 

^-.dXi'iz) e'''-^^''''> : (2.11.25) 

impose un ordre arbitraire pour les modes zero. Dans le cas d'un operateur 
de vertex dans une amplitude sans etats twistes, mettre dX^ a droite ou a 
gauche de I'exponentielle revient au meme une fois qu'on contracte I'opera- 
teur de vertex avec la polarisation de I'etat (a cause des contraintes sur cette 
polarisation). Par contre dans le cas d'une amplitude avec etats twistes, il 
faut symetriser I'operateur de vertex. Notons que dans I'expression de Vo, les 
modes zero ne sont pas ordonnes et que pour Vi il n'y a pas de probleme de 
modes zero. Pour V^, il faut done adopter la definition suivante 

Vi^ = - {■.dX^{z)e'''-^^''''>: + ■.e'''-^^'~'^dX^{z):) (2.11.26) 

on k ■ X = —k~^X~ — k~X^ + k-^ ■ X^. Comme pour Vo, la dependance sur 
V est sous-entendue, mais a cause du facteur dX^ supplementaire, il faut ici 
raj outer un facteur e^^ pour obtenir un operateur de vertex invariant sous la 
transformation de boost. Le calcul des operateurs regularises se fait comme 
precedemment. Le premier terme s'ecrit comme la limite regularisee quand 
z' ^ z de 

dX^{z') ■.e'^-'':{z) = dX%{z') :e''=-^:(^) + 

+ : e^'-"" : (z) dX^,{z') + (^') , : e'^'^ : {z)]+ 

+ dX^{z') :e*^:(^) 

(2.11.27) 

ou 

[dX^,{z') , :e''-'':{z)] = [dX^,{w), -ik^X^z)] ■.e''-'' :{z) (2.11.28) 
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et 

[dX^,(z') , -ik^X^z)] = -ik^ (4)^" -7^ (2-11-29) 
Le second terme quant-a lui, s'ecrit dans cette meme limite 

■.e"'-'':{z')dX^{z)^dX%{z) ■.e'''-'' -.{z') + [■.e''-'' -.{z') ,dX%{z)] 
+ :e"'-'':{z')dX^{z) 

(2.11.30) 

ou 

[■.e^'^-^:iz'),dX%{z)] = [-ik^XUz'),dX%{z)] :e^'=-^:(z') (2.11.31) 

et 

{-ik^XU/) , dX^iz)] = zk^ (-) (2.11.32) 

\z / z — z 

On obtient finalement 

VHz)=dX% :e^'=-^:(z)+ :e*^:aX±(^) 

1 {dX^ :e^'=-^:(^)+ :e^'^-'' : dX^{z)) (2.11.33) 

zp^ :e^'=-^:(^) + ^/t±9:e^^-^:(z) 
z 2 

Le dernier terme pent etre elimine puisqu'il correspond a un courant conserve. 

Nous constatons que, d'une part, les modes zero sont bien symetrises 
et que, d'autre part, le terme issu des commutateurs (2.11.28) et (2.11.31) 
pent etre incorpore dans la partie de mode 0, a condition de redefinir ckq — > 
aQ T iyk^z^"-" dans dX^ . 

Pour I'operateur de vertex V{"^ pour I'insertion d'une corde fermee non 
twistee dans une amplitude a etats twistes, la symmetrisation s'ecrit 

V'^''{z,z) =^[■.^X^'{z)^X''{z)e'^■^^'~^^ : + ■.dX>'{z)e'^-^^^~^'^dX''{z): 

+ ■.dX''{z)e'^-^^^^~^^dX>'{z): + ■.e'^-^^'^~'^dX''{z)dX^'{z):] 

(2.11.34) 

L'effet de cette symmetrisation n'apparait que lorsque ^ on u est ±. On 
obtient un resultat similaire a (2.11.33), avec les operateurs de creation a 
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gauche, ceux d'annihilation a droite, les modes zeros non ordonnes et la regie 
suivante^^ 

^ ^ iv z^^" , ^ ± iv z^'" (2.11.35) 

ces remplacements devant etre fait seulement dans dX^ et dX^ . L'opera- 
teur de vertex pour le graviton, qui nous interesse plus particulierement 
pour les amplitudes dont nous parlerons au chapitre 3.2, est la combinai- 
son symetrique de trace nulle de Vf''. 

2.12 Amplitudes, amplitudes a I'ordre des ar- 
bres et fonction de partition 

Nous disposons de tons les elements pour construire les amplitudes de 
diffusion. Contrairement aux precedentes sections, nous ne detaillerons pas 
les differents cas correspondants aux diverses configurations que nous avons 
etudiees car les specificites de chacune nous ont mene vers des amplitudes 
differentes. Nous exposerons done les resultats au chapitre 3 et nous nous 
bornerons dans cette section a rappeler la definition des amplitudes et cer- 
taines de leurs proprietes. 

2.12.1 Serie perturbative en theorie des cordes 

De meme qu'en theorie du point, les diagrammes de Feynmann encodent 
la serie perturbative d'une amplitude. Ces diagrammes en theorie des cordes, 
apres continuation analytique vers la feuille d'univers euclidienne, sont des 
surfaces de Riemann et sont classifiees selon leur genre, qui est aussi la puis- 
sance a laquelle est elevee la constante de couplage dans la serie perturbative. 
Ainsi, les deux ordres les plus bas sont les surfaces de genre zero comme la 
sphere ou le disque qui correspondent a I'ordre des arbres et les surface de 
genre un comme le tore qui correspondent a I'ordre d'une boucle. Xous nous 

^^11 y a un changement de signe par rapport a Particle [26] car la convention pour 
I'onde plane qui y a ete choisie est e"'*^'"^ et non e'*^'^. On peut simplement passer d'une 
convention a I'autre en changeant fc^ en —k^ (et k-^ et —k^). 
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limiterons a I'ordre des arbres pour les amplitudes comportant des etats ex- 
ternes et a I'ordre d'une boucle pour les amplitudes du vide. Notons que le 
formalisme de la theorie des cordes ne permet en I'etat actuel de ne traiter 
que des amplitudes sur la couche de masse, ce que nous supposerons tout au 
long de notre etude. 

2.12.2 Aspects globaux de la feuille d'univers et symetries 

Considerons une amplitude a quatre cordes fermees. Le diagramme a 
I'ordre des arbres est represente sur la figure 2.3. L'invariance conforme de 
Paction permet de simplifier ce diagramme, en ramenant la feuille d'univers 
(euclidienne) a une sphere et cliaque patte a un point, qui est la position 
de I'operateur de vertex correspondant a I'etat entrant correspondant (voir 
figure 2.3). 




Fig. 2.3 - Amplitude de diffusion de quatre cordes fermees. A gauche : les cordes 
fermees entrante sont bien visibles sur la feuille d'univers (les quatre tubes). A 
droite : apres transformation conforme, on peut se ramener a une sphere percee de 
quatre trous correspondant aux cordes fermees. 

Lorsque nous avons expose Taction de Polyakov (2.2.3), nous avons vu que 
nous pouvions eliminer par un choix de jauge sur la metrique les degres de 
liberte superflus introduits par les symetries de Weyl et de diffeomorphisme, 
sauf ceux lies a l'invariance conforme. Cependant nous avons travaille au 
niveau local, sans nous preoccuper des contraintes globales, imposees no- 
tamment par la structure differentielle et la topologie de la feuille d'univers. 
Comme pour la particule ponctuelle, nous aurons un groupe de symetries 
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residuelles et des parametres de Teichmiiller associes a la feuille d'univers. 

Tout d'abord, la symetrie residuelle qu'est I'invariance conforme est re- 
streinte : la sphere par exemple n'est pas invariante sous une transformation 
conforme quelconque z — > /(-z), mais seulement sous les transformations con- 
formes dont la forme infinitesimale^^ est 8z — a\z + 02-2^, c'est-a-dire 
celles de la forme z — > avec ar]—^f3 — 1. En effet on pent montrer que ce 
sont les seules transformations conformes qui sont definies sur la sphere toute 
entiere. Dans le cas general, on a un nombre fini^^ de degres de liberte de 
symetrie non fixes par le choix de jauge. Le groupe de symetries residuelles 
s'appelle groupe de Killing conforme. Notons que localement, I'invariance 
conforme est toujours presente ; ainsi le formalisme de theorie conforme n'est 
pas disqualifie pour le calcul des amplitudes. 

D'autre part, les parametres de Teichmiiller sont dans le cas de la corde 
les parametres''^ de la metrique qui ne sont pas fixes par les symetries. Par 
exemple, les metriques ne sont pas toutes dans la meme orbite du groupe de 
jauge et la famille des metriques non images I'une de I'autre par une transfor- 
mation de jauge est parametree par un module. Par exemple, le tore a deux 
modules^^ ecrit sous la forme d'un nombre complexe r, notation tradition- 
nelle qui pent preter a confusion - nous choisirons p. L'espace des modules 
est note Fq et il correspond a une classe d'equivalence du demi-plan superieur 
sous Taction du groupe PSL(2,Z) qui est le groupe des transformations de 
coordonnees giobales du tore. 

Enfin, il reste une derniere categorie de parametres : les positions des 
operateurs de vertex, qu'on appelle aussi par exenstion modules. On pent 
j auger les symetries du groupe de Killing conforme en fixant autant de posi- 
tions d'operateur de vertex. 

Considerons une amplitude generale dans le formalisme d'integrale des 
chemins. L'integration sur les metriques et les positions des operateurs de 
vertex est mise sous la forme d'une integration sur le groupe de jauge, les 
modules et les positions libres des operateurs de vertex. La mesure d'inte- 

^''ao, tti, 02, a, /3, 7 et r/ sont des nombres complexes, 
^^d'apres le theoreme de Riemann-Roch 
^^en nombre fini d'apres le meme theoreme 
^'^On compte les parametres reels. 



102 



2.12 Amplitudes, amplitudes a I'ordre des arbres et fonction de partition 



gration est donnee par le jacobien de cette transformation, jacobien qui se 
met sous la forme d'une contribution de fantomes a Taction de Polyakov. 
Comme nous I'avons deja evoque, I'amplitude pent se calculer en terme de 
fonctions de correlations d'une theorie conforme de boson, de fermions et de 
fantomes. Lorsque nous calculerons une amplitude dans les differentes config- 
urations que nous avons etudies, nous utiliserons implicitement les resultats 
de la procedure d'integrale des chemins pour ecrire I'amplitude sous la forme 
d'une fonction de correlation de theorie conforme dependante des differents 
parametres sur lesquelles on integre. Nous n'ecrirons pas les contributions 
des fantomes, nous en tiendrons compte directement dans le resultat final. 
Enfin, nous calculerons les fonctions de correlation dans le formalisme des 
operateurs. 

2.12.3 Amplitudes a I'ordre des arbres 

Appliquons ce qui a ete dit plus haut au cas de I'amplitude de diffusion 
a I'ordre des arbres de trois etats tachyoniques de cordes fermees libres dans 
I'espace plat. La feuille d'univers a considerer est une sphere S^. Elle n'a 
aucun module, par contre elle a six parametres dans le groupe de Killing 
conforme et ces six parametres reels peuvent etre elimines si on fixe les posi- 
tions des trois operateurs de vertex. Le choix standard est zi — 0, Z2 — 1 et 
2^3 = oo. L' amplitude s'ecrit 

^3 = lim ( le^'^i-^^^) : -.e''"'-^^^^ : le^'^^'^C^a.^s) . ^ (2.12.1) 

2:3— >oo 

ou, dans I'equation precedente et toutes les equations concernant les ampli- 
tudes, le symbole = signifie egal a une constante de proportionnalite pres 
(constante de couplage incluse). Dans le formalisme des operateurs, cette 
amplitude s'ecrit 

^3= (0;A;i|:e*'=2-^(i):|0;A;3) (2.12.2) 
On obtient le resultat suivant 

^3 = S{h + k2 + h) 

L'amplitude suivante 
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que nous noterons 

= (0;A;i|T'^'^|0;A;3) (2.12.5) 

vaut 

= (fci - ks)''{h - hySih + k2 + ks) (2.12.6) 

Notons qu'en toute rigueur, I'amplitude complete est 62/^1/^3'^ ou 62 est la 
polarisation de I'etat de masse nulle. 

Nous etudierons en detail le cas ou les etats initiaux et finaux sont des 
etats twistes et nous noterons simplement {1\T^'^ |3). 

Citons enfin I'amplitude de diffusion de quatre etats tachyoniques 



Jc ^4^00 
= J d^Z3 (0; A;i I T : e''^^'^^^) : : e^^^^-^^^^.^s) . | q. j,^^ 



(2.12.7) 



oil T designe le produit ordonne dans le temps. Apres calculs, on obtient, 
dans un premier temps, I'expression suivante 

^4 = SiZlih) f dh3\zs\-"'^/'-^\l - ;^3|-"'*/2-^ (2.12.8) 
Jc 

puis, en integrant, I'amplitude de Virasoro-Shapiro 

M-5(T' ^ . r(-i-t)r(-i-f)r(-i-^) 

ou s, t et u sont les variables de Mandelstam telles qu'elles sont definies en 
theorie des champs {s = {ki + ^2)^, t — {ki + k^)^, u — {ki + ^4)^). 

Nous n'exposons pas les resultats concernant les amplitudes de cordes ou- 
vertes a I'ordre des arbres, car cela ne nous sera pas utile par la suite. D'autre 
part, nous n'etudierons que la version bosonique de ce type d'amplitude. 



2.12.4 Fonctions de partition 

Comme en theorie des champs, les fonctions de partition sont des am- 
plitudes de corde sans pattes externes. Comme nous I'avons dit plus haut il 
s'agira toujours d'amplitude a une boucle. Pour une fonction de partition de 
cordes ouvertes, la feuille d'univers est un anneau, ou, ce qui est equivalent 
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du point de vue topologique, un cylindre (voir figure2.4). II y a un module, 
que nous noterons t {0 < t < oo). 2'Kt est la circonference du cylindre^^. La 
fonction de correlation correspondant a la fonction de partition est (1) et 
s'ecrit, dans le formalisme d'operateur. 



ou la trace porte sur I'espace des etats de la corde ouverte et inclut I'inte- 
gration sur les impulsions. Le denominateur 2t elimine la redondance due au 
module et au choix d'orientation de la boucle. Lq constitue I'hamitonien du 
systeme et les contributions des fantomes sont sous-entendues. Pour faire le 
lien avec I'integrale des chemins correspondante, il faut considerer la feuille 
d'univers annulaire, comme une bande de longueur 2'!rt le long de laquelle les 
etats de cordes se propagent (la translation selon te est generee par Lq) et 
dont on colle les deux extremites. 



Fig. 2.4 - La corde ouverte decrit une bande dont les extremites sont collees pour 
former un cylindre (ou un anneau). te € [0, 27rf], a G [0,7r]. 

Dans le cas des cordes fermees, la feuille d'univers est un tore ; nous en 
avons parle un pen plus haut. Nous ecrirons p — pi + ip2 ou pi et p2 sont les 
deux modules du tore. On pent considerer que le tore est formee par revolu- 
tion d'un etat de corde pendant un temps euclidien 27rp2 et la translation du 
meme etat d'une distance 27rpi. Dans le formalisme d'operateur, ceci s'ecrit 

2; ^ f ^P^P ^2mpi(Lo-Lo)-2Trp2(Lo+Lo (2 12 11) 

La trace porte cette fois sur I'espace des etats de la corde fermee et in- 
clut de meme I'integration sur les impulsions. Lq — Lq est le generateur des 

^^Le facteur 27r est une convention commode qui permet de passer du tore au cylindre 
en posant p = it et faisant le quotient par la relation d'equivalence w ~ —iu. 




(2.12.10) 
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translations selon cr, Lq + Lq est le generateur des translations^^ selon Te. Le 
denominateur 4p2 inclut la contribution des modes excites des fantomes pour 
dpdp, la redondance due au groupe de Killing conforme et un facteur 2 du 
au choix d'orientation du tore. 

Par commodite, nous appellerons aussi fonction de partition ou amplitude 
du vide les amplitudes Z{t) ou 2{t), sans integration sur les modules. 

Cas de la corde supersymetrique 

Dans I'equation (2.12.10) la trace comprend aussi une somme sur les 
differents secteurs. II est plus pratique pour la suite de definir des fonctions 
de partition par secteurs, que nous noterons egalement Z 



ou V est un operateur de projection et ou la trace porte sur un secteur 
particulier. Nous verrons des exemples de cela a la section suivante (2.13). 
Si la partie de mode zero des fonctions de partition supersymetriques est 
identique a celle des fonctions de partition bosonique, la contribution des 
etats des spineurs et des superfantomes modifient le facteur correspondant 
aux etats excites. Nous ne donnerons pas plus de details et nous invitons le 
lecteur a se reporter a [4], [80] ou [81]. 

2.12.5 Dualite de feuille d'univers 

Revenons a la fonction de partition de corde ouverte. Sous sa forme d'an- 
neau, la feuille d'univers evoque bien une boucle pour cordes ouvertes, mais 
si nous la considerons comme un cylindre, il s'agit aussi de la feuille d'univers 
correspondant a la propagation d'une corde fermee. Ce changement de point 
de vue est illustre sur la figure 2.5. Nous considerons une feuille d'univers 
decrivant la propagation d'une corde ouverte de longueur tt sur un inter- 
valle de temps 2TTt. Si nous definissons de nouvelles coordonnees de feuille 

'^''^Lq + Lq sans la constante d'ordre normal est I'hamiltonicn dans le systeme de coor- 
donnees z, z mais avec nos conventions, elle est sous-entendue dans I'expression donnee et 
nous avons bien le generateur des translations selon te correspond au fait que le tenseur 
energie-impulsion n'est pas un operateur primaire 




(2.12.12) 
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d'univers r^, a' de la fagon suivante 

Te = ^(J , ^' = J^E (2.12.13) 

alors la feuille d'univers decrit la propagation d'une corde fermee d'une 
longueur standard 27r sur un invervalle de temps j (voir figure 2.5). Ainsi 
I'amplitude de propagation d'une corde fermee^° Ad. est egale a I'ampli- 
tude du vide des cordes ouvertes a une boucle Z^^. C'est la dualite de feuille 
d'univers. Comme le changement de coordonnees est une transformation con- 
forme, cette dualite est la consequence de la symetrie conforme presente dans 
la theorie. 




Fig. 2.5 - te & [0, 27rt], a G [0, tt] sont les coordonnees pour la corde ouverte. 
G [0, j], a' £ [0,2n] sont les coordonnees pour la corde fermee. 

Nous introduisons a la section suivante 2.13 le formalisme d'etats de bord 
qui permet de calculer les amplitudes de propagation de la corde fermee et 
de verifier cette dualite. Lorsque nous considerons une amplitude d'anneau 
comme une amplitude d'anneau de corde ouverte a une boucle, nous dirons 
plus simplement que nous nous plagons dans le canal de corde ouverte ; de 
meme, si nous considerons la meme amplitude comme une amplitude de 
cylindre de corde fermee a I'ordre des arbres, alors nous parlerons de canal 
de corde fermee. 

Remarque a propos des configurations de D-branes 

De meme que la fonction de partition du vide electromagnetique constitue 
par deux plaques conductrices qui imposent des conditions aux bords speci- 
fiques est egale an produit entre une duree infinie d'interaction et I'energie 
^°souvent notee Zd. bien que ce ne soit pas a proprement parler une fonction de partition 
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d'interaction par effet Casimir entre ces deux plaques, la fonction de parti- 
tion des cordes ouvertes dans le vide constitue par deux D-branes est egale an 
produit entre une duree infinie d'interaction et I'energie d'interaction entre 
ces deux D-branes. Dans le cas de deux S-branes, on parlera respectivement 
de longueur d'interaction L et d'impulsion d'interaction. Le calcul de la fonc- 
tion de partition, deja motive par la signification physique que celle-ci revet, 
est de plus indispensable a la definition complete des etats de bord. 

En effet, dans une configuration de D-branes, la dualite de feuille d'u- 
nivers fait correspondre a notre amplitude a une boucle de corde ouverte 
(avec conditions aux bords de Dirichlet) une amplitude correspondant a la 
propagation d'une corde fermee emise par une des deux membranes et ab- 
sorbee par I'autre. 

2.13 Membranes de Dirichlet et formalisme d'e- 
tats de bord 

2.13.1 Formalisme d'etats de bord 

Nous utilisons dans cette section le terme membranes de Dirichlet pour 
designer indifferement les D-branes et les S-branes de Dirichlet, c'est-a-dire 
les objets correpondants a des conditions de Dirichlet sur la coordonnees X^. 
Nous avons vu a la sous-section 2.10.3 qu'elles pouvaient etre obtenues par 
T-dualite sur la direction temporelle, mais ici, nous supposerons seulement 
que des conditions de Dirichlet ont ete imposees sur la coordonnee dans 
une configuration d'espace plat non compactifiee. 

Dans le canal de cordes fermees, I'amplitude de propagation peut s'ecrire 
dans le formalisme d'operateurs, a condition de definir des etats de bords 
decrivant I'interaction entre une membrane et une corde fermee. 



Acdt) = {Bi\P\B2) 



(2.13.1) 



oil P est le propagateur de la corde fermee, c'est-a-dire 




(2.13.2) 
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Les notations Lq et Lq incluent la constante d'ordre normal. Ces etats de 
bords sont determines en appliquant la transformation conforme correspon- 
dant a la dualite sur les conditions aux bords que verifient les coordonnees 
bosoniques X et fermioniques ip. Les conditions au bord que verifie une corde 
ouverte attachee a une p-brane en cr = (ou de fagon similaire en a — tt) 
s'ecrivent pour les coordonnees bosoniques 

d^X^' = , X'' = y'' a = (2.13.3) 

ou II decrit le volume d'univers de la p-brane et i/ designe les directions 
perpendiculaires a la p-brane. Pour une Dp-brane, /i — Oj-.-petu— p + 
1, . . . ,d. Pour une Sp-brane de Dirichlet, // = 1, . . . ,p, u — 0,p + 1, . . . ,d. 
Les conditions que doivent verifier I'etat de bord \B) correspondant a cette 
p-brane sont done 

drX^'\B)=0 , {X" - y'')\B) = r = (2.13.4) 

II est utile d'ecrire ces conditions en terme de modes 

« + «^!„)|i?)=0 p^|5) = (2.13.5) 

« - =0 (x^ - yn\B) = (2.13.6) 

De meme, les conditions aux bords pour les fermions (2.7.2) imposent que 
la partie fermionique de I'etat de bord ne comportent que les secteurs R-R 
et NS-NS. Elles imposent en outre, 

(^/',^ + i#^)|5) ==0 (2.13.7) 
- ivr-r)\B) ^ (2.13.8) 

ou r est entier dans le secteur R-R et demi-entier dans le secteur NS-NS. Le 
facteur i provient de la transformation conforme et rj vaut ±1. Nous avons 
ainsi deux types d'etats pour chacun des secteurs R-R et NS-NS, notes en 
general \B,ri) et \B, +) ou \B, — ) si la valeur de rj est fixee. Ces etats perme- 
ttent de construire des etats de bord invariants sous la projection GSO et qui 
done se couplent bien aux secteurs physiques de la theorie des supercordes 
considere. Pour le secteur R-R, nous noterons cet etat physique ; pour 

le secteur NS-NS, |S)ns-ns- Dans notre etude, nous nous plagons en theorie 
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II, mais nous donnerons les expressions correspondantes un pen plus loin et 
nous exposons I'utilisation de la dualite de feuille d'univers en toute general- 
ite. 

De la meme maniere, les contraintes imposees par les fantomes peuvent 
etre exprimes en terme de modes, mais nous n'entrerons pas dans les details, 
nous tiendrons seulement compte de la contributation des fantomes dans le 
resultat final. 

Les solutions aux equations (2.13.6) et (2.13.8) s'ecrivent 

\B, 77)ns-ns = A/'ns-ns S^'^^^x - y) e-^n=r<-'-A.^''-n ^vi:r=i,2r-rS,.r-r |0; A; = 0) 

(2.13.9) 

\B,r])^.^^UR-R5^'^^\q - y) e-^n=i^'^nS^-^^-r. e'^^n=ir.r.s,.r.r. Mab\A)\B) 

(2.13.10) 

ou |0;A; = 0) est le vide NS-NS, est le vide R-R avec des indices de 

spineur de S0(1, 9) A et B. La matrice 5''^^, a des valeurs propres +1 dans 
les directions du volume d'univers de la p-brane et —1 dans les directions 
perpendiculaires a lap-brane. La matrice M.ab est une solution de I'equation 

{T^fM - iriS'^.TiiMT'' = . (2.13.11) 

Les solutions s'ecrivent 

M - cr'r' . . . rf i±^!^ii , (2.13.12) 

ou C est la matrice de conjugaison de charge. Une eventuelle constante de 
proportionnalite est en fait integree dans la normalisation de I'etat. Pour 
la S-brane, nous distinguerons cependant le cas ou nous avons un facteur i 
supplementaire. 

La dualite de feuille d'univers identifie la propagation d'une corde ouverte 
le long d'une boucle de longueur 27rt avec la propagation d'une corde fermee 
sur une duree j. D'autre part nous obtenons par calcul direct^^ les identites 

^^en faisant notamment le changement de variable s = j 
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suivantes 

/ «-Sns-ns\-d,^ e -D,??/NS-NS — ;7^;^ / tt: t^^NS e 

Jo -Ka'T^ Jo 2t 

(2.13.13) 

/ «S NS-NS\-D, ^ e -D,— ^/NS-NS — ;77;^ / TTit^^Re 

Jo Tra'Tp^ Jo 2i 

(2.13.14) 
(2.13.15) 
(2.13.16) 



ou 

= 7r^/2-f 2 W^'-^/' (2.13.17) 

est la tension de la p-brane. tiNs designe une trace sur le secteur NS de la 
corde ouverte seulement, trR sur le secteur R seulement. Nous avons ecrit le 
propagateur, apres changement de variable z — e"'^^, 

P^^J rfs e-"^(^°+-^°) . (2.13.18) 

A partir de ces identites, on construit des etats de bords pour les Dp- 
brane qui soient invariants sous projection GSO et qui correspondent a une 
amplitude de corde ouverte ou se propagent aussi des etats invariants par 
projection GSO. En theorie de type II, les combinaisons detats de bords 
invariantes sous projection GSO sont 

|-S)ns-ns = \B, +)ns-ns — \B, — )ns-ns (2.13.19) 
|5)r-r = \B, +)r.r + \B, (2.13.20) 

L'etat |5)r-r n'est invariant sous projection GSO que sip est pair en theorie 
IIA et impair en theorie IIB. On construit alors deux types d'etats de bords 
de D-branes : un etat de bord de D-brane BPS, ainsi nomme car il est su- 
persymetrique et conduit a une interaction nulle, 

|i^)BPS = \B)m-m + \B)k-r (2.13.21) 
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et un etat de bord de D-brane instable^"^ 

|^)inst. = |5)ns-ns (2.13.22) 

qui est un etat independant pour p impair (en type IIA) ou pair (en type 
JIB). 

La dualite impose, pour les D-branes BPS, 

■A/"™ = -]^-^R-R (2-13-23) 

Les etats de bord, qui representent les conditions au bord induite par une 
D-brane dans le secteur de corde fermee, permettent de calculer les champs 
du spectre de corde fermee emis par la membrane. Pour cela, il faut projeter 
I'etat de bord auquel on a applique le propagateur sur les etats de masse nulle 
adequats. Ces projecteurs sont construits a partir des operateurs de vertex 
de la corde fermee supersymetrique. Ainsi, le champ NS-NS J^^{k) emis par 
une D-brane est donne par^^ 



J>'^{k) = lim (0| ■.V\{k/2-z)V^_,{k/2-z): |5)ns-ns (2.13.24) 

Z,2— >0O 

Le champ R-R est donne par 

r\k) = lim (0| :Vt^Jk/2-z)V\Jk/2-z)-. |5)r.r (2.13.25) 

oil d et 6 sont des indices correspondant a la representation conjuguee de 
Weyl des spineurs de S0(l,9). 

Apres calcul, la comparaison de ces expressions (2.13.24) et (2.13.25) avec 
les champs emis par la solution classique de supergravite correspondant a la 
D-brane acheve de fixer les normalisations 

A/'NS-NS = ^^ et A/R.R = ±4Tp. (2.13.26) 

pour les D-branes BPS et 

A/'ns-ns = (2.13.27) 

pour les D-branes instables. 



^^car il n'est pas protege par la supersymetrie 

^^Dans les deux equations qui suivent, nous suivons les conventions de [82]. Les indices 
des operateurs de vertex indiquent la representation {picture en anglais) des superfantfimes. 
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2.13.2 Etats de bord pour les S-branes 

Pour la S-brane, la situation est moins claire. II existe deux prescriptions 
possibles pour construire les etats |-B,?7)r_r. La premiere consiste a prolonger 
analytiquement la solution de D-brane (2.13.12) et a ecrire 

Ats-brane = iCV' . . . T^F^+i l_ti!^ii (2.13.28) 

1 + ^77 

Cette prescription conduit a des champs NS-NS (2.13.24) et R-R (2.13.25) 
qui ne sont pas tons les deux reels. On pent verifier que du point de vie des 
cordes ouvertes, les etats qui se propagent dans la boucle sont des etats ayant 
une valeur propre —1 pour I'operateur de projection GSO, en particulier le 
tachyon de corde ouverte qui est habituellement elimine par une projection 
sur les etats de valeur propre +1. La seconde prescription consiste a garder 
la meme matrice que dans le cas de la D-brane. Les champs emis sont 
maintenant reels (si Ton choisit correctement les normalisations), les etats 
de cordes ouvertes qui se propagent dans la boucle out une valeur propre +1 
pour I'operateur de projection GSO. Cependant, ces etats ne verifient pas les 
equations de supergravite de type II, mais de type II*. 

Ainsi, les S-branes de Dirichlet emettant des champs NS-NS et R-R 
physiques n'existent pas dans une theorie de type II. Par contre, nous pou- 
vons considerer des S-branes emettant seulement un champ XS-NS, qui sont 
la contrepartie des D-branes instables. Nous allons, dans la section 3.3 du 
chapitre suivant 3, etudier plus en detail I'amplitude a une boucle de cordes 
ouvertes tendues entre deux S-branes de Dirichlet. II s'agira alors de S-branes 
« instables ». 

2.13.3 Etats de bord dans une configuration non triviale 

Dans le cas de la configuration d'ondes planes a profil lineaire que nous 
avons decrite a la sous-section 2.6.2, les conditions aux bords sont lineaires^^. 
Nous pouvons alors resoudre les conditions imposees sur les etats de bords 
et calculer I'amplitude de propagation de la corde fermee en presence des 
champs. Nous avons d'autre part calcule I'amplitude a une boucle de la 

^^Nous n'avons etudie cette configuration que dans le cadre de la theorie bosonique. 
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corde ouverte. Nous avons ensuite verifie explicitement la dualite de feuille 
d'univers. Nous ne detaillons pas ici ces calculs, qui sont semblables a ceux 
exposes ci-dessus, et nous invitons le lecteur a se referer a I'article [67] (an- 
nexe B) et notamment a son annexe A. Ceci constitue un exemple non trivial 
de cette dualite. 



Conclusion du chapitre 

A travers cet expose du formalisme de premiere quantification de la 
theorie des cordes, nous avons mis en place les outils necessaires a la dis- 
cussion que nous allons mener au chapitre suivant 3. Nous avons essaye de 
montrer comment divers problemes techniques issus de configurations en ap- 
parence tres differentes pouvaient etre traites de maniere similaire. Dans le 
chapitre suivant, nous traiterons les aspects physiques, plus specifiques, de 
chacune des configurations. 
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Chapitre 3 



Effets physiques produits par les 
configurations dependantes du 

temps 

3.1 Corde ouverte dans une onde plane a profil 
lineaire 

3.1.1 Configuration statique, configuration dependante 
du temps 

Avant de nous attaquer a la configuration dependante du temps, nous 
avons etudie le cas statique. Nous avons mis en evidence I'existence d'un 
gradient critique, qui correspond a la limite entre un domaine de stabilite 
et un domaine d'instabilite. En premiere analyse, les extremites de la corde 
ont des domaines de stabilite disjoints, la configuration est done globalement 
instable. Dans un premier temps, nous avons cherche un mecanisme per- 
mettant de stabiliser la configuration statique. Dans un second temps, nous 
avons essaye de resoudre les equations du mouvement dans une configuration 
dependante du temps. 

La solution au premier probleme est la transposition directe des mecan- 
ismes de stabilisation des pieges a ions. Le piege de Penning, obtenu par I'a- 
jout d'un champ magnetique constant et uniforme elargit la zone de stabilite 
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pour chaque extremite de la corde et permet I'existence d'une configuration 
stable. Le mecanisme du piege de Paul, qui confine les ions en imposant une 
variation periodique du champ electrique (ici, nous faisons varier le gradient 
des champs electromagnetiques) , fonctionne aussi. 

Le second probleme n'a pas pu etre resolu sans faire certaines approxi- 
mation, qui nous out permis de mener les calculs a leur terme. Ceci nous a 
notamment permis de mettre en evidence un degre de liberte que nous avons 
interprete comme la contre-reaction due a la dependance en temps. 

3.1.2 Particule chargee dans une onde plane electro- 
magnetique 

Nous commengons notre etude par le cas d'une particule chargee. En effet, 
comme nous le constaterons egalement a la section 3.2, I'etude de modeles 
ponctuels reproduisant le comportement des modes zeros de la corde permet 
de mettre en evidence une partie non negligeable des effets physiques engen- 
dres par la configuration choisie. Ici, la particule chargee est loin d'etre un 
modele fidele des modes zeros, mais elle permet de comprendre facilement la 
source de I'instabilite de la configuration. 

Nous considerons done une particule relativiste de masse m et de charge 
unite, plongee dans ime configuration composee d'une onde plane a profil 
lineaire de potentiel A = ^{x^ ,x^)dx^ (verifiant la condition d'harmonicite 
(2.6.13)) et d'un champ magnetique constant et uniforme B. Les equations 
du mouvement correspondant a Faction donnee dans la section 2.1.1 dans le 
formalisme de la ligne d'univers, conduisent a la relation de couche de masse 
suivante 

^ipif +p'^p~ +p'^^{x^,x') + m^ = (3.1.1) 

oil Pi — d^-Xi — BijX^ et p~ — dT-x~ — $ sont les impulsions canoniques 
conjuguees a x^ et p" est I'Hamiltonien pour revolution sur la ligne 
d'univers. 

Le mouvement de la particule relativiste se reduit done a celui d'une 
particule non relativiste dans un potentiel « electrostatique » qui depend 
du temps $(x'^,x*). L'apparition d'une cinematique non-relativiste est une 
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caracteristique habituelle de la quantification dans la jauge du cone de lu- 
miere, qui est naturellement imposee ici par I'equation du mouvement sur 



X ' 



X 



En I'absence de champ magnetique, les points critiques du potentiel har- 
monique ont la forme suivante a deux dimensions (spatiales) $ = Re{z'"/n) 
avec z = X + iy. Pour n = 2, le cas habituel, $ = ^{x^ — y^) et le mou- 
vement le long de y est instable (il correspond a un oscillateur harmonique 
inverse. Mais pour des points critiques d'ordre superieur, le mouvement con- 
verge vers z = lorsque r — > oo. En effet z{t) = [n{n — 2)r]^/^^~"''. Si Ton 
revient aux equations du mouvement pour la corde (2.6.16), on est confronte 
a des equations non lineaires, que nous n'avons pas su resoudre^. Neanmoins, 
I'instabilite du cas n = 2 n'est pas redhibitoire ; il existe plusieurs fagons de 
stabiliser un piege electrostatique quadrupolaire. 

- La premiere possibilite, anecdotique en ce qui concerne notre probleme, 
consiste a considerer un piege pour des molecules de polarisabilite nega- 
tive. Les molecules sont alors attirees vers le centre du piege, ou le 
champ electrostatique E est nul. Une polarisabilite negative pent etre 
obtenue pour des etats excites degeneres lorsque E = 0. 

- La seconde possibilite consiste a raj outer un champ magnetique con- 
stant et uniforme pour confiner les direction instables. Le piege s'appelle 
piege de Penning. Le cas le plus simple est le piege a trois dimensions, 
oil le potentiel quadrupolaire s'ecrit V{x) — —\ e [x"^ + y"^ — 2z^\ En 
ajoutant un champ magnetique dans la direction on pent confiner 
les ions dans le plan {x,y). En effet, les equations du mouvement 
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(3.1.2) 



conduisent a la relation de dispersion suivante 

(a;^ - 2u;b + e)(a;^ + 2u;b + e)(2e - a;^) = 



(3.1.3) 



ou les 2 premiers facteurs correspondent aux polarisations gauche et 
droite dans le plan {x, y) et le dernier, a celle dans la direction z. Le 



^En perdant la linearite des equations du mouvement, on perd aussi la possibilite de 
superposer les sources et leurs solutions particulieres. 
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mouvement est stable si toutes les racines uj sont reelles, c'est-a-dire 
si 6^ > e et si la charge e est strictement positive. Ainsi, seules les 
particules chargees positivement sont piegees, et ce, seulement si le 
champ magnetique est suffisamment intense. 
- La troisieme possibilite consiste a faire varier le potentiel $ a une 
frequence donnee de fagon a obtenir une resonance parametrique avec 
les modes propres du champ quadrupolaire. II s'agit du piege de Paul. A 
deux dimensions, le potentiel s'ecrit ^{x~^) = |(e + / sin(a;T)(a;^ ~y^)- 
Les equations du mouvement s'ecrivent alors 



Cette equation s'appelle equation de Mathieu et presente qualitative- 
ment le meme diagramme de stabilite que pour une modulation rect- 
angulaire, plus simple a calculer (voir figure 3.3). 
Avant de voir comment ces mecanismes s'appliquent aux cas de la corde 
ouverte dans une onde plane a profil lineaire, nous allons etudier le comporte- 
ment d'un dipole elastique dans une telle configuration de champ. En efTet, 
ce systeme reproduit une grande partie de la physique de la corde a basse 
energie. 

3.1.3 Dipole elastique dans une onde plane electromag- 
netique a profil lineaire 

Nous commengons par expliquer comment nous nous ramenons au modele 
du dipole elastique. Dans la jauge du cone de lumiere X'^ — x"*" +p'*"T, les 
conditions de Virasoro pour la corde ouverte s'ecrivent 



En reecrivant la contrainte Hamiltonienne (3.1.5b) en terme des impulsions 
canoniques (la dependance en r est sous-entendue) 



3^ + [e + / sin(cc;r)] x — Q 



(3.1.4) 



p+d^X- + drX'd^X' = 

-p+drX- + i [{drX')' + {d,X')'] = 



(3.1.5a) 



(3.1.5b) 



7r+ = -drX~ + $('^)(X(0))%) - $W(X(7r))% - tt) 



(3.1.6) 
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et en integrant sur a entre et tt nous obtenons I'expression de I'Hamiltonien 
de cone de lumiere p~ 

p- = ^c.i. = 7^ r + id^Xf] da - $W(X(0)) + $(i)(X(7r)) 

Jo 

(3.1.7) 

Get Hamiltonien est conserve si les potentiels ^^^^ sont independants de 
a;+. De meme que dans le cas de la particule relativiste (voir sous-section 
3.1.2), Ti-c.i. peut etre interprete comme I'Hamiltonien de deux particules non 
relativistes evoluant sous I'effet d'un potentiel dependant du temps egal a 
p+$(i)(X(7r)) -j9+$(o)(X(7r)) et liees par un potentiel elastique ^id^X'^. 
L'energie de liaison croit comme la longueur de la corde au carre, alors que 
dans le cas relativiste, cette energie augmente de fagon lineaire. Cette dif- 
ference est cruciale, comme nous allons le constater par la suite. 

Le comportement a basse energie des cordes ouvertes peut etre modelise 
par le modele simplifie du dipole elastique, qui correspond a 1' approximation 
de corde rigide. Notre definition du dipole est plus large que celle du dipole 
habituel, puisque nous autorisons la charge totale a prendre n'importe quelle 
valeur (autrement dit notre dipole est un « vrai » dipole seulement dans le 
cas ou ^^^\x'^,x'^) — ^^^\x'^ , x^)) . Notre dipole est ainsi constitue de deux 
charges dont les positions respectives sont x\^{t) et x^j^It) et qui sont reliees 
par une corde « rigide » 

X\T,a) = -[ax^^ + {n-a)xl] (3.1.8) 

71 

L'energie de cone de lumiere de ce dipole est donnee par la relation suiv- 
ante 

-p+p- + -{pI+pI) + V{xl,xr) = (3.1.9) 
ou V est l'energie potentielle 

V{xr.,XR) = ^{xl - 4)2 +P+ [$«(x«) - $(°)(xi)] (3.1.10) 

Remarquons qu'une solution statique de ce probleme est une solution exacte 
des equations pour la corde puisque I'equation (3.1.8) satisfaira les equations 
du mouvement (2.4.5) et les conditions aux bords suivantes 

- x\ + 7rp+ dM^\xL) = at (7 = (3.1.11a) 

-x\ + 7rp+ dM^\xR) = at (7 = TT (3.1.11b) 
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Contrairement au cas de la particule traite ci-dessus, le potentiel a deux corps 
(3.1.10) n'est plus harmonique, mais satisfait la relation suivante 

{AL + AR)V^-d^ (3.1.12) 

TT 

oil d± = d — 1 est le nombre de dimensions transverses au cone de lumiere. 
II est done possible que ce potentiel admette des extrema stables au lieu de 
presenter uniquement des points-cols. 

Domaine de stabilite, gradient critique et cordes macroscopiques 

Nous pouvons maintenant mettre en evidence une caracteristique impor- 
tante de cette configuration de cordes ouvertes, I'existence d'un gradient 
critique et de cordes macroscopiques. Pour cela, nous etudions la dynamique 
de notre dipole elastique sous I'effet de potentiels ^'^"'^ = \h^^^x'x^ ou nous 
supposons que hS^^ et h^^^ commutent. Comme nous I'avons fait a la fin de 
la sous-section 2.6.2, nous definissons = p~^h^"'K L'energie potentielle dans 
une direction propre x'' de e s'ecrit alors comme une forme quadratique 

(3.1.13) 

ou e\ est la valeur propre correspondante. 

Considerons tout d'abord une premiere direction x^^ . Le mouvement est 
stable dans cette direction si le potentiel presente un minimum global, 
c'est-a-dire si les deux valeurs propres de Q^^ sont positives. C'est le cas si le 
determinant de Q"^ 

7r5 = 7r(ei — Co) — TT^Coei (3.1.14) 

et la trace de Q*^ 

ttA = 7r(ei - Co) + 2 (3.1.15) 

sont positifs. Nous avons omis I'exposant i\ et introduit les notations de la 
sous-section 2.6.2. Si 5 > et A < 0, alors le potentiel presente un maximum 
global et si 5 < 0, quel que soit le signe de A, le potentiel presente un 
point-col. Le diagramme de stabilite est presente sur la figure 3.1. 
A ce stade, nous pouvons faire les remarques suivantes. 
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Fig. 3.1 - Diagramme de phase pour le dipole elastique dans le plan (eo,ei). 
La region de stabilite est grisee. Des cordes macroscopiques sont produites sur la 
separatrice. 

- Nous retrouvons les differents cas que nous avons distingues lors de la 
quantification de la corde ouverte couplee a des ondes planes. L'origine 
de I'instabilite est cinematique, elle correspond a une configuration de 
champs donnee, non a un instabilite de la configuration. 

- Si la corde avait une tension nulle, le domaine de stabilite serait defini 
par ei > 0, Cq < 0, c'est-a-dire que chacune des extremites de la corde 
serait plongee dans un puits electrostatique. L'energie de liaison elas- 
tique etend ce domaine aux quadrants cqCi > 0. 

- Si I'on considere n directions ii, . . .in simultanement, il n'est pas pos- 
sible de choisir les gradients Cq , e*/ tons dans le domaine de stabilite 
et remplir en meme temps la condition d'harmonicite (2.6.13) sur les 
potentiels qui se traduit par la condition suivante sur les gradients 
Ylik=i{^o 1 ^i ) — (0' 0)- Autrement dit, I'etat fondamental de la corde a 
une polarisabilite positive. 

- Le choix d'une configuration on h^^^ et h^^^ ne commutent pas ne semble 
pas ameliorer le probleme de stabilite [67]. 

Nous considerons a nouveau une seule direction. La courbe 5 — corre- 
spond an cas ou I'une des deux valeurs propres de Q est nulle. Pour la partie 
de cette courbe qui forme la frontiere du domaine de stabilite, le potentiel 
presente une vallee degeneree, qui correspond a des cordes de taille arbitraire 
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dans la direction consideree 



X = -(eoCT - \)xl 



(3.1.16) 



La longueur de la corde selon x est |7reoa;L|- L'interpretation physique est la 
suivante. Lorsque cq est positif ou e\ est negatif, le potentiel electrostatique 
decroit quadratiquement selon et/ou et I'energie de liaison de la corde 
non relativiste croit comme le carre de la longueur. II existe done une valeur 
critique des gradients Cq, t\ pour laquelle les deux forces electrostatique et 
de tension s'annulent quelle que soit la taille de la corde. Les cordes peuvent 
alors etre macroscopique. Si Ton modifie les gradients de fagon a franchir la 
ligne de stabilite, le vide devient instable, des cordes d'echelle quantique sont 
etirees sur des distances infinies et dechargent le condensateur qui genere 
la configuration de champ, ce qui ramene les valeurs de gradients dans la 
zone de stabilite. Ce phenomene est tres similaire a la presence, en electro- 
dynamique de Born-Infeld ou pour les cordes ouvertes chargees en presence 
d'un champ electrique [83, 84], d'une valeur critique de ce champ, resultat 
de la competition entre un potentiel electrique qui ecarte les extremites de 
la corde et qui croit lineairement avec la longueur de celle-ci et une energie 
de liaison qui croit aussi lineairement. 

Stabilisation de la configuration, piege de Penning, piege de Paul 

Nous allons resumer les resultats qui montrent que cette stabilisation est 
bien possible, comme dans le cas de la particule. Nous commengons avec 
le piege de Penning. Par souci de simplicite, nous considerons la configura- 
tion suivante, avec des champs d'onde plane dans deux directions x et y et 
stabilisee par un champ magnetique S, 



En presence du champ magnetique, la metrique efi^ective pour les cordes 
ouvertes est modifiee, ce qui explique le facteur 1/(1 + 6^). 

Nous n'entrerons pas dans les details de I'analyse (voir [67], annexe B). 




B dx Ady 



(3.1.17) 
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Pour la direction z, le domaine de stabilite est defini par 

(1 + 6^ + 2eo) (1 + - 2ei) - (l + 6^)^ > (3.1.18a) 
(l + 6^) +eo -ei > (3.1.18b) 

Pour chacune des directions x et y, le domaine de stabilite 5 > 0, A > est 
elargi au domaine defini par 

(1 + 6^ - eo) (1 + 6^ + ei) - 1 > 0, (3.1.19a) 
eo<l + 6^ (3.1.19b) 

qui correspond au quadrant superieur gauche de la courbe dessinee en violet 
sur la figure 3.2. II est maintenant possible de trouver Cq et ei verifiant (3.1.18) 
et (3.1.19) de sorte que le mouvement soit stable dans les trois directions x, 
y et z. 




Fig. 3.2 — Diagramme de phase pour la corde ouverte dans un potentiel quadrupo- 
laire dans le plan (eo, ei) avec un champ magnetique de faible (a gauche), moyenne 
(au centre) et de forte (a droite) intensite. La limite du domaine de stabilite est 
en violet, la ligne de production des cordes macroscopiques, en rouge et la ligne de 
degenerescence accidentelle, en bleu. 



Pour le piege de Paul, I'intensite des champs electromagnetiques des ondes 
planes est modulee par une fonction periodique H{t) de periode 27r de la fagon 
suivante (nous avons choisi la configuration la plus simple) 

$(a;+) = \ 



h + fH(^^x^ 



ix' - y') 



(3.1.20) 
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L'equation du mouvement pour une particule s'ecrit, apres reparametrisation 
de x'^ 

X + [u;^ + a^H{t)]X ^0 (3.1.21) 

A nouveau, nous invitons le lecteur a se referer a [67] et a Particle original 
[85] pour les details de I'analyse. Le diagramme de stabilite, represente sur 
la figure 3.3, montre I'existence d'une region stable dans le domaine o;^ < 0. 
II est possible de choisir Tamplitude / et la periode T de la modulation pour 
que (a;^,Q;^) et (— o;^, — a^) soient tons deux dans le domaine de stabilite et 
ainsi d'obtenir un mouvement stable pour les deux directions x et y. 




Fig. 3.3 - A gauche : diagramme de stabilite dans le plan {u'^,a'^) pour un os- 
cillateur harmonique dont la frequence est modulee par un signal rectangulaire. 
to est proportionnel a /i, a a /. La region stable est ombrce. Elle s'ctend dans la 
zone habituellement instable lo'^ < 0. A droite : zoom sur la region ou <C 1, les 
axes sont echangees. Notons enfin que des instabilites apparaissent lorsque co est 
demi-entier, des que I'amplitude de modulation est infinitesimale. 



Le cas qui nous interesse est celui du dipole elastique. L'equation du 
mouvement s'ecrit, en supposant que la meme modulation est appliquee aux 
deux extremites de la corde, 











[( 













(3.1.22) 

qui pent etre reduite a l'equation (3.1.21) pour chacune des directions propres 
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de la matrice^ Q avec 




(3.1.23a) 
(3.1.23b) 



Les modes propres a;^. dans les directions x et y ne sont plus opposes, mais 
il est possible de choisir la modulation / de fagon a stabiliser le mouvement 
dans les deux directions, au moins pour une tension suffisamment faible. 



3.1.4 Corde ouverte couplee a des ondes planes a profil 
lineaire : stabilisation 

Les solutions de corde ouverte dans cette configuration et leur quantifi- 
cation ont ete decrites dans les sous-sections 2.6.2 et 2.9.8. 

L'analyse faite dans la sous-section 3.1.3 s'applique aux modes zero de la 
corde ouverte et montre que le mouvement de celle-ci dans des ondes planes 
a profil lineaire est instable. 

Nous pouvons egalement transposer les mecanismes de piegeage qui ont 
fait leur preuve pour des particules ponctuelles chargees. Nous ne traiterons 
que le piege de Penning car d'une part, il nous suffit de trouver un seul dis- 
positif de stabilisation et d'autre part, le piege de Paul introduit en quelque 
sorte une dependance en temps parasite. Nous considerons ainsi le piege de 
Penning a trois dimensions qui a ete expose a la sous-section 3.1.3. Nous sup- 
posons par souci de simplicite que le champ B et les gradients Ca commutent. 
L'energie des modes de la corde ouverte, determinee par I'equation (2.6.32), 
est donnee en presence du champ magnetique par la relation de dispersion 
suivante 

tan(7rw) = . ,"1^^'^ n (3-1-24) 

ou les signes ± correspondent aux polarisations circulaires gauche et droite. 
Ces polarisations sont echangees si Ton change lo en —lo, nous pouvons done 



^La matrice Q est la m6me que celle que nous avons definie plus haut, elle n'inclut pas 
la partie de modulation. 
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nous concentrer sur le signe +. La ligne de production de cordes macro- 
scopiques 5 — ei — eo — CqCi — n'est pas modifiee puisque le champ magne- 
tique b n'apparait que dans des termes qui sont d'ordre superieur en u par 
rapport aux termes qui determinent cette ligne. Par contre, lorsqu'on atteint 
5 — 0, une seule racine devient nulle^ et change de signe avec 5. On n'a 
done pas d'instabilite associee a S = 0, mais la creation de cordes statiques 
macroscopiques comme explique ci-dessus. 

L'instabilite apparait pour un champ magnetique critique 

2 4(eo-l)(3-3eo + eg) ^ 

Malheureusement, il semble impossible de trouver I'expression de la ligne cri- 
tique pour un 5 arbitraire. Xeanmoins, le domaine de stabilite est elargi : il 
est maintenant possible de fixer les valeurs de gradients et du champ magne- 
tiques pour stabiliser le mouvement dans toutes les directions, comme pour 
le dipole elastique. 



3.1.5 Corde ouverte couplee a des ondes planes a profil 
lineaire : dependance en temps 

Nous considerons maintenant le cas d'ondes planes a profil lineaire depen- 
dantes du temps. Notons qu'a cause de la symetrie par translation selon x" , 
il n'y a pas de productions de cordes. Seuls les etats avec p'^ — contribuent 
a I'energie du vide (ou I'amplitude du vide, pour reprendre les termes utilises 
au chapitre precedent) et ces etats ne sont pas sensibles aux ondes planes. 
Par contre, une corde, de maniere generale, sera excitee en se propageant 
dans le champ electromagnetique. On parlera done de production de modes. 

Production de mode, transformation de Bogolioubov 

Nous considerons des champs d'onde plane a support compact le long de 
x'^. Lorsque x'^ — > ±oo, la corde ouverte est libre, les coordonnees X^{T,a) 
admettent un developpement en modes « fibres » (2.5.8). Pour distinguer 
I'etat initial a — > — oo de I'etat final a x"*" — > oo, nous utiliserons les 
^Ceci peut 6tre vu en developpant la relation de dispersion 3.1.24 pour oj petit. 
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notations de (2.5.8) Xq, po et a„ pour les modes initaux et nous noterons 
respectivement i/q, Qq et 6„ les modes finaux. Comme la perturbation est 
lineaire, les modes finaux dependent lineairement des modes initiaux. Cette 
relation de dependance lineaire est representee par la matrice de Bogolioubov 



(yo\ 


/ a 






( Xo^ 
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Pour trouver une expression explicite des coefficients, il nous a fallu proceder 
a des approximations. Nous invitons le lecteur a se referer a [67] pour les 
approximations adiabatique et brutale, cette derniere etant pertinente pour 
traiter le cas du piege de Paul. 

Nous exposons les resultats de I'approximation de Born, dans laquelle le 
champ des ondes planes est traite comme une perturbation autour du cas de 
la corde ouverte libre. Cette approximation est pertinente pour les etats tres 
excites de la corde. Nous faisons ainsi I'hypothese que les gradients h^"'^ sont 
du meme ordre e. La decomposition des parties droite et gauche des modes 
excites, f et g s'ecrit 




(3.1.27) 



ou 5f et 5g sont d'ordre e. Les equations du mouvement peuvent etre re- 
solues^, ce qui permet d'extraire les coefficients Bmn, et On complete 
le calcul des coefficients en considerant le developpement au premier ordre 



^Un calcul tres similaire a ete fait dans I'article [64]. 
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en e des parties droite et gauche des modes zero Xq +PoT. Nous obtenons 

a = (r(eo-(rei))(p+T) -7r(rei)(p+T))ciT , (3.1.28a) 

1 

P = — {r^eo - (Tei))(p+r) - 7r(7r + 2T)(Tei)(p+r)) dr , 

^ J —oo 

(3.1.28b) 

7 = -/ (eo- (Tei))(]9+r)rfr , (3.1.28c) 



TT 



oo 

CO 



1 

5^1 + - (T(eo - (Tei))(p+T) - 7r(Tei)(p+T)) , (3.1.28d) 

^ — oo 

1 /"°° 

^m^^J {eo-{Te,)){p+T)e'^^dT , (3.1.28e) 

Bm^i^j (r(eo - (Tei))(p+r) - 7r(Tei)(p+r)) e'^^dr , (3.1.28f) 

An = / (r(eo - (Tei))(p+r) - 7r(Tei)(p+r)) e'^'^rfr , (3.1.28g) 

2? /""^ 

Bn^— (eo - (Tei))(p+T)e-'"^dT , (3.1.28h) 

'^'^ J -oo 

■ /.oo 

^5mn + — (cq - (rei))(p+T)e-^("-"^)^dT , (3.1.28i) 

ou par exemple (eo — (Tei))(p+r) doit etre compris comme la fonction cq — 
(Tci) prise en p+r. T est I'operateur de decalage : (Tei)(r) = ei(r + tt). 

II est cependant un phenomene dont la transformation de Bogolioubov 
ne rend pas compte. II s'agit de la contre-reaction de la corde sur le champ 
electromagnetique, qui est I'analogue de la contre-reaction qu'on attend d'une 
corde dans une geometric dependente du temps. En efTet, le mode Xq de la 
corde est construit comme la somme des modes constants /o et des parties 
droite et gauche. La difference /q — n'a dans le cas habituel de la corde 
libre, aucune signification physique. II pent etre en effet interpreted comme 
un potentiel de jauge U(l) constant A = {f^ — gQ)dx^ et ce degre de liberte 
superflu est elimine en fixant la jauge. 

Par contre, dans une configuration dependante du temps, la variation de 

fo — Qo entre I'etat initial et I'etat final possede une signification invariante de 

^11 est aussi possible de le voir comme la position de la D-brane T-duale le long de la 
direction x et de parvenir a la m6me conclusion. 
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jauge : c'est la variation du potentiel du champ de I'onde plane entre ces deux 
etats^ Ai{+oo) — Ai{—oo) — F^^dx'^ . Ce changement dans la configura- 
tion electromagnetique induit par la propagation des cordes constitue ainsi 
un cas d'ecole de contre-reaction qu'il serait interessant de transposer au cas 
d'une geometric dependente du temps et asymptotiquement plate. Dans le 
cadre de I'approximation de Born, cette contre-reaction peut etre precisee, 
en calculant separement la variation de /o et de go. On trouve le resultat 
suivant {X est la solution de corde ouverte libre) 



qui represente, comme on vient de I'expliquer, une variation de 

3.2 Cordes fermees dans un orbifold de boost 

Comme nous I'avons explique auparavant, I'orbifold de boost presente une 
singularite de type Big Crunch - Big Bang'^ et offre la possibilite d'utiliser 
le formalisme perturbatif de premiere quantification. On s'attend ainsi a ce 
que le calcul des observables physiques telles que les amplitudes nous don- 
nent des informations sur la nature et revolution de la singularite. Toutefois 
ces attentes doivent etre temperees par la nature de la singularite presente 
dans I'orbifold de boost. Par construction, il ne s'agit que d'une singularite 
topologique et ne peut constituer qu'un cas d'ecole^. En outre, nous verrons 
qu'il est assez difficile d'extraire des informations physiques des resultats que 
nous avons obtenus. Ceux-ci doivent etre vus comme une premiere etape vers 
un veritable traitement perturbatif de la singularite de type cosmologique. 
Nous reviendrons sur ce point au chapitre 4. 

Nous allons d'abord detailler la geometric d'orbifold de boost, preciser 
les caracteristiques du mouvement des particules fibres dans cette geometric 
et en tirer les consequences pour les modes zero de la corde, puis, apres 
^ou encore le deplacement de la D-brane T-duale 

^de maniere equivalente, nommee singularite cosmologique ou singularite de genre es- 
pace. 

*Nous utilisons cette traduction de « toy model » au lieu de la traduction litterale 
« modele jouet ». 




(3.1.29) 
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avoir rapidement expose les phenomenes de production de particules, nous 
exposerons le calcul perturbatif de la contre-reaction et des amplitudes per- 
tinentes. 

Precisons que les sous-sections 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3 exposent les resultats 
de [20], qui ont ete resumes dans [68] mais qui ne rentrent pas directement 
dans le cadre de cette these, alors que les sous-sections 3.2.4, 3.2.5 et 3.2.6 
presentent les resultats de [26]. 



3.2.1 Geometrie de I'orbifold de boost 

L'orbifold de boost est plus connu sous le nom d'espace de Misner et a 
ete introduit en tant que modele local de singularite [86] dans les espaces- 
temps Taub-NUT [87]. Comme nous I'avons vu dans la sous-section 2.6.1, 
I'espace de Misner pent etre obtenu par quotient de I'espace de Minkowski 
M"^'^ par une transformation de boost de rapidite 27r/5 : ~ e^'^^^x'^. II 
est done localement plat et la courbure est localisee sur le cone de lumiere 
= 0, qui est fixe sous la transformation de boost. L'espace de Misner 
pent etre represente comme quatre c6ne (de signature lorentzienne) reunis 
a leur sommet et qui correspondent aux quatre quadrants de I'espace de 
recouvrement R^'-*^. On distingue ainsi deux regions de Milne, definies par 
x^x~ > et deux regions de Rindler, definies par x'^x" < 0. En effet, si Ton 
definit d'une part les coordonnees t ei 6 pour les regions de Milne et d'autre 
part les coordonnees r et rj pour les regions de Rindler 

x^ = ^te^^' (3.2.1) 

x^ = i^re^^" , (3.2.2) 
a/2 ^ ^ 

on obtient les metriques suivantes {ds^ — —2dx~^dx~) 

c^sLine = -di'^ + P^f^dO^ (3.2.3) 
c?4indier = dv' - (3\^dr,^ . (3.2.4) 

a cause de I'identification sous le boost, les coordonnees 9 et rj parametrent 
des directions compactes de periode 27r. 



132 



3.2 Cordes fermees dans un orbifold de boost 



Ainsi, la region definie par x'^ < et x~ < 0, notee (P), decrit une cos- 
mologie en contraction. Plus precisement, il s'agit d'un cercle 9 e [0, 27r] de 
rayon \(3t\ qui se contracte done lineairement. De meme, la region definie par 
x'^ > et x~ > 0, notee (F), decrit une cosmologie en expansion. Le rayon 
du cercle augmente lineairement. Les regions definies par x'^ < et x~ > 
d'une part et x"*" > et x~ < d'autre part, respectivement notees (L) et 
(R), sont des geometries independantes du temps avec un temps rj compact 
(de rayon 27i egalement). Ces regions de Rindler contiennent des courbes fer- 
mees de genre temps qui sont habituellement considerees comme un defaut 
incurable de la geometrie consideree, ou eliminees par contre-reaction grav- 
itationnelle^. Cependant, le formalisme perturbatif est bien defini et nous 
ferons I'hypothese que la production de particules due a la dependance en 
temps modifie la geometrie de maniere adequate. 

3.2.2 Particules et cordes non twistees dans I'orbifold 
de boost 

Comme nous I'avons explique dans la sous-section 2.6.1, dans un orbifold 
il faut distinguer les etats twistes des etats non-twistes. Ces derniers se com- 
portent de fagon similaire a des particules ponctuelles. En effet, les modes 
zeros de la corde fermee decrivent la trajectoire d'une particule ponctuelle, 
qui dans I'espace de recouvrement est une ligne droite 

X±,„ = x±+p±T (3.2.5) 

Nous definissons une masse de cone de lumiere m^j — 2p+p~, qui inclut les 
impulsions transverses et les modes excites de la corde. Le moment cinetique 
dans la direction compacte est appele moment cinetique de boost j — x'^p~ + 
p^x" et est contraint apres quantification a etre un multiple de 1//3. Une 
particule massive avec une energie positive [p^ > 0, p~ > 0) arrive de I'infini 
passe (dans la region (P)) a r = — oo et atteint I'infini futur (dans la region 
(F)) kr — +00 apres s'etre aventure dans les regions de Rindler pendant un 
temps propre fini. Lorsque la particule, dans la region (P), s'approche du cone 
de lumiere, sa vitesse angulaire d9/dt 1/t \e long de la direction compacte 
^C'est la conjecture de protection chronologique defendue par S. Hawking [88]. 
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croit jusqu'a I'infini. On s'attend alors a ce qu'un abondant rayonnement 
gravitationnel soit emis et puisse induire une contre-reaction importante qui 
menerait a la creation d'un large trou noir^° [22]. Un observateur dans I'une 
des regions de Rindler a un instant 77 fixe verrait un nombre infini de copies de 
la particule emerger et replonger dans la singularite de maniere periodique. j 
decrit alors I'energie de Rindler de chacune de ces particules, qui se propagent 
jusqu'a une distance radiale finie r = IJI/itIca.- 

Au niveau quantique, le mouvement du centre de masse d'une corde non 
twistee sans spin, qui correspond aux modes zero, est decrit par une fonction 
d'onde solution de I'equation de Klein-Gordon dans la geometric de Mis- 
ner. Apres avoir diagonalise le moment cinetique de boost (la valeur propre 
est note egalement j), le mouvement radial est gouverne par I'equation de 
Schrodinger suivante 

-dl - m^e'" -f = t = ±V2^^ = (3.2.6a) 

-dl + rn^e^y -f = r = ±V-2x+x- = (3.2.6b) 

Nous constatons ce que nous avons evoque a la sous-section 2.6.1 : la dif- 
ference entre les cordes fermees libres et cordes fermees non twistees se situe 
non pas au niveau du developpement en modes qui est identique (2.5.8) (de 
meme que les relations de commutation), mais au niveau semi-classique. 

La particule est reflechie dans les regions de Rindler par un mur type 
Liouville, exponentiellement croissant, tandis qu'elle est acceleree dans un 
puits type Liouville dans les regions de Misner. Remarquons que dans les 
deux cas, I'origine de I'orbifold de boost est situee a distance infinie dans les 
systeme de coordonnees canoniquement normalisees, x dans les regions de 
Milne, respectivement y dans les regions de Rindler. II est toutefois possible 
de definir des fonctions d'ondes entrantes (etats in) et sortantes (etats out) 
dans chaque region et de les etendre par continuation analytique a travers 
les horizons a x'^x~ — pour definir des fontions d'ondes globales. 

D'autre part, nous pouvons definir des fonctions d'onde sur tout I'espace 
de Misner en superposant les images des fonctions d'onde dans I'espace plat. 

^°La aussi, nous faisons I'hypothese que la production de particules est sufEsamment 
importante pour modifier la geometrie avant que cela n'arrive. 
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Comme nous I'avons vu a la sous-section 2.11.2, la fonction d'onde s'ecrit : 



Elle est caracterisee par la masse m, la valeur du moment cinetique de boost 
j et nous considerons que le spin S0(1,1) dans M}'^, note s, pent ne pas 
etre nul^^ Cette expression definit bien des fonctions d'ondes giobales dans 
toutes les regions, a condition de deformer le contour d'integration sur v 
(—00, +00) {—00 + ie, +00 — ie). 

Remarquons en particulier qu'il n'existe pas de production de particule 
entre le vide entrant (adiabatique) at — —00 et le vide sortant (adiabatique) 
at = +00, alors qu'il y en a une entre le vide entrant (adiabatique) at — —00 
et le vide sortant (conforme) a t — 0~ . Ce dernier resultat decoule de I'effet 
d'acceleration/deceleration infinie d9/dt ~ 1/t pres de la singularite. 

3.2.3 Cordes twistees dans I'orbifold de boost 

Les cordes twistees ne se comportent pas comme des particules ponctuelles, 
mais I'etude des modes zero nous permettra, de la meme fagon qu'a la sous- 
section precedente, de comprendre le comportement semi-classique de ces 
etats de cordes. Avant cela, nous pouvons deja dire, en lisant la condition de 
periodicite (2.6.7) pour w ^ 0, que dans les regions de Milne, les etats twistes 
correspondent a des cordes qui s'enroulent w fois autour de la direction com- 
pacte de genre espace parametree par 9, alors que dans la region de Rindler 
ils correspondent a des cordes qui s'enroulent autour de la direction compacte 
de genre temps parametree par rj. Si nous acceptons I'existence des boucles 
temporelles, une corde enroulee autour d'une direction temporelle ne pose 
pas de probleme, il s'agit juste d'une superposition de tv cordes statiques on 
temporellement periodiques et couvrant des distances radiales infinies (pour 
une feuille d'univers avec une topologie de cylindre). 

Nous nous restreignons ainsi a la partie de la solution (2.6.8) comportant 

^^De maniere equivalente, nous pouvons permettre que j prenne des valeurs complexes. 




dv cxp (^—ik'^X e — ik X^e^ — ivj — vs) 



(3.2.7) 
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seulement les modes zero^^ 

X^{t, a) = ^e^"" [±a^e^"" ^ ■ (3-2.8) 

Nous invitons le lecteur a se reporter a la sous-section 2.9.7 pour les details 
de la quantification et les conditions de Virasoro. En se restreignant par souci 
de simplicite a j — 0, on pent fixer le module des oscillateurs a"^ et a"^ a 
fi/\/2. On distingue alors qualitativement deux types de cordes twistees 

- Pour a'^a~ > 0, on obtient des configurations de corde courte, 

X^{t, a) = ^ sinh(i/T) e'^"'' (3.2.9) 

Ces cordes s'enroulent autour des cercles de genre espace dans les 
regions de Milne et se propagent de I'infini passe a I'infini futur (si 
a'^ > 0). Lorsque j ^ 0. elles s'etendent dans les regions de Rindler 
jusqu'a une distance radiale finie = (M — M)^/(4i/^), apres que la 
feuille d'univers ait change de signature. 

- Pour a~^d~ < 0, on obtient des configurations de corde longue, 

X^{a, r) - ±^ cosh(i/r) e^"'^ (3.2.10) 

Ces cordes se propagent seulement dans les regions de Rindler et s'en- 
roulent autour du cercle de genre temps. Elles correspondent a des 
configurations statiques qui s'etendent de I'infini spatial dans (L) on 
(R) jusqu'a une distance finie = (M -|- M)^/ (4z/^) et se replient a 
nouveau vers I'infini spatial. La figure 3.4 montrent les configurations 
de corde courte et longue 
Contrairement aux orbifolds euclidiens, les cordes twistees ne sont pas local- 
isees pres de la singularite. 

Dans la sous-section 2.9.7, nous avons ecrit les equations semi-classiques 
(2.9.42a) et (2.9.42b) correspondant aux modes zero sans en preciser le sens 
physique. L'analogie tres proche avec la corde ouverte dans un champ elec- 
trique suggere d'adapter I'etude de la particule chargee dans un champ elec- 
trique an probleme de la corde (ouverte on fermee). C'est de cette fagon 



^Dans ce qui suit, nous omettrons I'indice associe a ces modes. 
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Fig. 3.4 - Les feuilles d'univers des cordes fermees (a droite) dans I'espace de 
Misner sont obtenues a partir des trajectoires des particules chargees dans I'espace 
plat en presence d'un champ electrique constant (nous en avons souligne I'analo- 
gie formelle a la sous-section 2.9.7). Les cordes courtes (en vert), respectivement 
longues (en bleu), correspondent aux particules chargees qui franchissent, respec- 
tivement ne franchissent pas, I'horizon. 

qu'emerge I'image d'oscillateur harmonique inverse : la trajectoire de la par- 
ticule chargee sous I'effet du champ electrique peut etre ramenee a un mouve- 
ment unidimensionel avec un potentiel inverse (harmonique pour un champ 
electrique uniforme et constant). Ainsi le spectre des etats est un contin- 
uum d'etats de diffusion qui correspondent a des electrons et des positrons 
reflechis par le champ electrique et dont le melange par effet tunnel n'est 
autre que la production de paires dans le vide. Pour adapter cette image aux 
cordes twistees, il faut cependant projeter le spectre sur les etats invariants 
sous le boost. Pour cela, il est utile de considerer le probleme d'une particule 
chargee vue par un observateur accelere dans I'espace de Minkowski, c'est-a- 
dire un observateur statique dans I'espace de Rindler, car dans cet espace, j 
est diagonalise et la projection est alors plus facile a realiser. 

Les particules chargees dans I'espace de Rindler ont ete etudiees dans [73] 
et les resultats, appliques au cas de la corde fermee dans [20]. Les trajectoires 
classiques sont des hyperboles dans I'espace de Minkowski, decrites en termes 
des coordonnees de Rindler (y = e'', t]). Pour j fixe, le potentiel gouvernant 
le mouvement radial s'ecrit 

en terme des parametres de corde fermee. Contrairement au cas de la partic- 
ule neutre ou nous avions un mur type Liouville (voir (3.2.6b)), le potentiel 
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n'est pas borne inferieurement quand r — > oo. Pour j < M^/(2i/), condition 
qui pent etre verifiee par les etats twistes non tachyoniques de la corde fer- 
mee, les regions asymptotiques r — etr — oo sont separees par une barriere 
de potentiel (voir figure 3.5. Les particules a droite (r — > oo) de la barriere 
correspondent a des electrons venant de ou retournant vers I'infini spatial de 
Rindler, alors que pour j > (respectivement pour j < 0), les particules a 
gauche (r — > 0) de la barriere correspondent a des positrons (respectivement 
des electrons) emis ou absorbe par I'horizon de Rindler. L'effet tunnel decrit 
ainsi a la fois la production de paires dans le champ electrique {j > 0) et 
remission Hawking de particules chargees par I'horizon (j < 0). 

Quant-au mouvement des particules chargees dans les regions de Milne, 
il est gouverne, a j fixe, par le potentiel suivant 



V{t) = - + -e (3.2.12) 



a comparer a celui correspondant aux particules neutres (etats non twistes) 
(3.2.6a). Le potentiel est maximal et negatif a t — 0, qui est a une distance 
infinie dans la coordonnee x. Le mouvement classique couvre ainsi tout I'axe 
temporel i e R. 

Au niveau quantique, I'equation de Klein-Gordon dans les regions de 
Rindler est equivalente a une equation de Schrodinger dans le potentiel 
(3.2.11) pour une energie nuUe. Les solutions peuvent etre exprimees en terme 
de fonctions de Whittaker M et W. Les modes in et out peuvent etre definis 
dans chaque quadrant et prolonges analytiquement a travers les horizons. Par 
exemple, dans la region (R) de Rindler, les modes entrants a I'infini spatial 
r — oo sont representes par 

K,R = e-'^^r-'M^^ ^_^ _^(wrV2) (3.2.13) 

alors que les modes entrants a I'horizon de Rindler r = sont representes 
par 

K,R e-^^V-^W^ M(-^^rV2) (3.2.14) 

Les modes sortants peuvent etre obtenus simplement par conjugaison de 
charge 

^LA^, v) = M„,Rir, -V)r , VL,«(r, 77) = p^^, -r,)]* (3.2.15) 
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Les vides in et out sont relies par des transformation de Bogolioubov non 
triviales. II y a done une production de paires, dont les taux dans les regions 
respectivement de Rindler et de Milne sont 



Qr. = e 






Fig. 3.5 -A gauche : trajectoires classiques d'une particule chargee 
dans I'espace de Misner (Rindler). j designe I'energie de Rindler ou 
I'impulsion de Milne et est mesuree en unites de M^/z/. A droite : le 
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potentiel gouvernant le mouvement radial dans la region de Rindler 
droite (R), en fonction de la coordonnee standard y = . 

Revenons aux cordes twistees. La fonction d'onde des modes zero q;q , chq 
est solution de la meme equation de Klein-Gordon que la particule chargee, 
bien que seule la dependance en r soit pertinente. L'interpretation des so- 
lutions est par contre different : au mouvement d'une particule a droite de 
la barriere de potentiel dans la region (R) de Rindler correspond une corde 
longue etiree de I'infini spatial de (R) a une distance radiale finie r+ et repliee 
sur elle-meme vers I'infini. De meme, au mouvement d'une particule a gauche 
de la barriere correspond une corde courte etiree de la singularite a une dis- 
tance radiale r_. Par effet tunnel, on passe d'un type d'etats a I'autre par 
une evolution en distance radiale imaginaire r, evolution qui pent etre vue 
semi-classiquement comme une bande euclidienne etiree entre r_ et r+. Les 
fonctions d'onde dans les regions de Milne representent simplement des cordes 
courtes entrantes ou sortantes a I'infini passe, futur ou pres de la singularite. 

Le calcul de la production de paires de cordes necessite en principe de 
pouvoir definir des vides de seconde quantification, c'est-a-dire choisir une 
base d'etats d'energie positive et d'etats d'energie negative. Pour les cordes 
courtes dans les regions de Milne, il est possible de poser une definition claire, 
mais pour les cordes longues, cela est plus delicat, etant donne qu'elles ont 
une energie de Rindler infinie et que cette definition depend des conditions 
au bord a I'infini r = cxd. Cependant, comme une fonction d'onde giobale 
dans I'espace de Misner peut etre ecrite comme un etat appartenant au pro- 
duit tensoriel des espaces des etats des regions (L) et (R) de Rindler, ces 
regions sont susceptibles de fournir la formulation la plus naturelle. Ainsi, la 
dynamique de I'espace cosmologique entier serait decrit comme I'etat d'une 
geometric independante du temps, a ceci pres qu'elle comporte des boucles 
temporelles. Quoi qu'il en soit, il n'est pas necessaire de comprendre en de- 
tail la definition rigoureuse de la seconde quantification des modes zero des 
cordes twistes pour relier les composantes entrantes et sortantes des fonctions 
d'onde et calculer la production de paires pour des conditions au bord fixees 
a I'infini spatial de Rindler. En particulier, remarquons que le taux de pro- 
duction Qm. dans les regions de Milne est infini lorsque le moment cinetique 
de boost j est nul. Ceci apparait comme une consequence de la singularite. 
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Remarquons finalement que ces resultats peuvent etre obtenus en cal- 
culant la partie imaginaire de I'amplitude du vide a une boucle. Nous ne 
detaillerons pas cette approche qui sort du cadre de ce memoire. 

3.2.4 Amplitudes a trois cordes 

Apres avoir etudie les phenomenes physiques associes aux modes zero de 
la corde, nous utilisons le formalisme perturbatif pour calculer quelques am- 
plitudes. Nous commengons par preciser ce que nous entendons par amplitude 
a trois cordes. Sauf si nous precisons le contraire, un etat est implicitement 
le premier etat du secteur, c'est-a-dire un etat dont le nombre d'occupation 
des oscillateurs a„, q;„, n > de la corde est nul. Dans la theorie de la corde 
bosonique, il s'agit de I'etat tachyonique, c'est pourquoi nous utiliserons abu- 
sivement la meme denomination pour les etats twistes (dont I'energie n'est 
pas forcement negative). Nous appellerons amplitude d trois cordes les am- 
plitudes comportant deux etats twistes tachyoniques et un etat non twiste, 
notees (1| |3) si I'etat non twiste est tachyonique et (1| T^'' |3) si I'etat non 
twiste est le premier etat excite (correspondant au dilaton, a la metrique et 
au champ antisymmetrique B). Les etats 1 et 3 sont twistes et I'etat non 
twiste est designe par 2 (on notera par exemple I'impulsion entrante de 
la corde non twistee correspondante). Xous ne detaillerons pas le cas des 
amplitudes a trois etats twistes, obtenues par continuation analytique des 
amplitudes obtenues dans une geometric d'onde plane de Nappi-Witten et 
calculees dans le formalisme d'un modele WZW [44]. L'analogie formelle en- 
tre I'espace de Misner et cette geometric, ainsi que les expressions des ampli- 
tudes, sont donnees dans [26, 68]. Nous n'entrerons pas plus dans les details 
pour ce calcul, car il sort du cadre du travail effectue au cours de la these. 
Nous ne parlerons pas non plus des amplitudes a trois etats non twistes, qui 
ne different de I'amplitude a trois cordes libres dans I'espace plat que par un 
facteur 5_jj+j2+i3,o imposant la conservation du moment cinetique de boost. 

Rappelons que I'ordre normal d'un operateur de vertex non twiste dans 
une amplitude on les deux autres etats sont twistes produit un facteur t — 
exp(— /cJ/cjA) avec A(i/) = ■0(1 -|- iu) -\- ■0(1 — iv) — 2^0(1). Nous avons ex- 
pose les donnees qui permettent d'en donner une interpretation physique. 
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Comme ce facteur depend de w — —v/ (3, il ne pent pas etre elimine par une 
redefinition des champs, twistes ou non. II s'agit plutot du facteur de forme 
acquis par les etats non twistes en presence d'une corde twistee, a cause des 
fluctuations quantiques de I'etat de plus basse energie de cette derniere. 

En effet la corde twistee polarise les etats non twistes, qui forment alors 
un nuage de taille moyenne •>/ A(i/). Le comportement a grand twist de A(i/) 
est logarithmique 

23 

A(i/) ^2\ogv-- + 0{v-^) (3.2.17) 

ce qui pent etre consideree comme la version T-duale de la croissance de 
Regge. Ce facteur evoque egalement un produit non commutatif, comme cela 
pent etre vu plus clairement sur I'expression de I'amplitude a trois cordes. 

L'amplitude Aq entre deux etats twistes et un etat non twiste tachyonique 
s'ecrit alors, avec les conventions donnees a la sous-section 2.12.3 

= e-'=f^2-A^i|gXo(i)gX<o(i)gX>o(i)|3^ (3.2.18) 

ou, comme dans la sous-section 2.11.2, nous avons sous-entendu ik2 et I'ex- 
pression complete de I'operateur de vertex pour I'etat non twiste (2.11.14). 

L'amplitude se decompose ainsi en une valeur moyenne d'une expression 
ne comportant que des modes excites de la corde non twistee et en une 
valeur moyenne d'une expression ne comportant que des modes zero. La 
valeur moyenne pour les modes excites est triviale : elle vaut 1. Pour ecrire la 
valeur moyenne pour les modes zeros, que nous noterons egalement Aq, il faut 
choisir une representation pour ces modes. Si I'on choisit la representation 
dans I'espace reel ou representation x pour faire court, les operateurs et 
a"^ se mettent sous la forme donnee par (2.9.37). On obtient alors, en notant 
que -^o(l) s'ecrit — i/cjx" — i/c^x"*", 

g-fc+fe^-AM J dx+dx-/i*(x+,x-)e-^'=2+^"-^'=2"^+/3(x+,x-) (3.2.19) 
dans I'espace des impulsions ou encore 

(3.2.20) 
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avec d± — et ou 5_j^+j2+j3,o provient de I'integrale sur V2, le parametre en- 
trant dans la definition de I'operateur de vertex integre. Le facteur e^^'^^^+^- fs 
pent etre considere comme un produit non commutatif et constituerait ainsi 
le pendant de la non-commutativite de x'^ et x~ pour une corde ouverte dans 
un champ electrique (2.9.30b). 

Les fonctions /i,3 doivent etre remplacees par les fonctions d'ondes pour 
les etats twistes. On pent a priori etendre I'expession (3.2.19) ou (3.2.20) 
pour des fonctions d'onde d'etats hors couche de masse, bien que la per- 
tinence physique du resultat ne soit pas garantie. Par la suite, le facteur 
5_j^+j2+j3,o5 {Yl^=i^i~) s^ra parfois sous-entendu. 

Pour obtenir plus facilement un resultat explicite pour ces amplitudes 
a trois cordes, il est plus pratique d'utiliser une autre representation des 
modes zero : la representation de mode ou representation a, a. Pour cela, 
nous diagonalisons la moitie des modes zero (et nous confondons operateur et 
valeur propre). Les fonctions d'onde entrantes sont des fonctions fin{Q:~^ ,a~) 
de tt+ G W et de eW. Les etats courts correspondent a ee = +1 tandis 
que les etats longs, a se = —1. Les operateurs a~ et a"*" agissent sur fin de 
la fagon suivante 

a" = iiyda+ , = iud^- (3.2.21) 

De meme les fonctions d'onde sortantes sont des fonctions de a~ et de a"*" 
foutioi~,0('^)- Les operateurs a"*" et a~ agissent sur fout de la fagon suivante 

a'^ = —ivda- , oT — —ivda+ (3.2.22) 

Les fonctions d'onde sur la couche de masse s'ecrivent 

/i„(a+,a-) = Ar,„(£a+)2- [edrY^ ^ (3.2.23a) 

_m£_i 1 

/„„((«-,«+) = Ar„„t(£ a") ^ (3.2.23b) 

Nous avons volontairement omis de distinguer £ et £ entre les etats entrants 
et sortants car nous calculerons des amplitudes oil ils sont identiques pour 
les deux etats, par souci de simplicite. a partir du produit scalaire dans la 
representation x 

{h\h) = / dx+dx-/r(x+,x-) /2(x+,x-) (3.2.24) 
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on determine le produit scalaire entre les etats in et out dans la representation 
a, a 



out\ 



t(/i|/2)m = Jda+da-da+da-r,{a+,a-)e^(''^"~+"^''~)f2{a+,a-) 

(3.2.25) 

Pour les expressions des normalisations Nin et Ngut, nous invitons le lecteur a 
se reporter a [26]. La partie de modes zero de I'amplitude (3.2.18) pent s'ecrire 
comme le produit des valeurs moyennes pour la partie de mode gauche et celle 
de mode droit 



(3.2.26) 

avec un facteur supplementaire (le premier) qui provient de I'utilisation de 
la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. Dans cette expression nous avons 
anticipe le fait que les fonctions d'onde sur la couche de masse /f"*, respec- 
tivement /g", s'ecrivent comme le produit d'une fonction de a~ caracterisee 
par Ml, respectivement de a'^ caracterisee par M3, et d'une fonction de a'^ 
caracterisee par Mi, respectivement de a" caracterisee par M3, comme on 
pent le constater sur les expressions (3.2.23a) et (3.2.23b). II faut finalement 
calculer les integrales suivantes 

Al^e^ / da'^da- (o;-)^"^ ^i{o.+a--k,a++kta-) 

-1 (3.2.27) 



En integrant d'abord sur et a par exemple, on obtient deux integrales 
de la forme 

POO 

/ dtt''-\l + t)''-''-^e-'* = T{a)U{a,b;z) (3.2.28) 
Jo 

ou U est la fonction hypergeometrique confluente de Tricomi (voir I'annexe 
A). On obtient alors pour I'amplitude le resultat suivant 

{k^r-' {k^y-' U (a, U (a, (3.2.29) 
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(3.2.31) 



Les fluctuations des modes zero et excites produisent une non-localite carac- 
terisee par 

A(u) = A(u) - — = + ipil - w) - 2V^(1) (3.2.30) 

Les parametres^^ des fonctions U sont 

1 M| - 1 M| 

2 2ii/ 2 2ii/ 

^ 2iv ^ 2iv 

Nous considerons a present Ai, I'amplitude entre deux etats twistes tachy- 
oniques et un etat non twiste de masse nulle. Nous deflnissons une amplitude 
A'^ correspondant a la polarisation e^i, de I'etat non twiste 

Ai = e^^^r (3.2.32) 

et qui s'ecrit 

^r = o«t(/i|Vr(l)|/3>in (3.2.33) 

ou I'expression de V^^ est donnee par (2.11.34) et correspond a un etat d'im- 
pulsion k2. 

Nous nous concentrerons sur les amplitudes A^, At^ et A!'l. £ = ±, £ = ± 
de fagon independante ; i et j sont des indices correspondant a des directions 
transverses au cone de lumiere . Les amplitudes A!:l sont obtenues comme le 
produit de I'amplitude 3.2.29 et de I'amplitude 2.12.6 avec les exposants ij. 
Considerons tout d'abord A^^ . Cette amplitude s'ecrit 

»4f = 5 (E-=i^^^) e-^f^^"^('^).n(/i|T,f |/3)o„t (3.2.34) 

ou 

^fef = + ^^^^l - e-^^-^n-^^t^-, _ eivk% + ifc^) (3.2.35) 

Les termes ivki provient de I'ordre normal des modes excites, alors que les 
termes |A;2 apparaissent lorsqu'on fait commuter les modes zero avec I'expo- 
nentielle en position centrale. Notons qu'ici la position des modes zero con- 
vient a la representation x, ou les operateurs a et a sont representes par les 
^^Le parametre /U ne doit pas 6tre confondu avec la masse de c6ne de lumiere [i. 
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differentielles covariantes (2.9.37). L'amplitude, dans I'espace des positions, 
s'ecrit alors 

gAHa+a_ _ ^.^Q^_ ^ ^Q^^ ^ ^.^Q^ _ 1 (3 2.36) 

On pent egalement adopter la representation de mode, qui permet d'obtenir 
des expressions en terme de fonctions hypergeometriques U . Dans ce cas, 
I'ordre des modes zero est different selon les signes de £ et £ 

r++ ^t{a+ - ^(1 - 2iv)ktl^ £ {a^ + ^(1 - 2ii/)A;+ 1^ (3.2.37) 
T+- = t£ + ^(1 - 2ii/)A;2 -i^ {a^ + ^(1 - 2iy)kt .1^ (3.2.38) 



r-+ ^tya^ - -(1 - 2iv)kt.lj [a" - -(1 - 2iu)k^.lj £ (3.2.39) 
T~~ = t(^a- - ^(1 - 2w)/c2 .1^ £ (^a- + ^(1 - 2w)A;2".i^ (3.2.40) 

oil 1 et 1 representent I'operateur identite (le nombre 1) et servent a distinguer 
la partie holomorphe 1 et la partie antiholomorphe 1 et £^ = e^'^^a ^o-'^'^t^o . 

On pent construire I'expression pour l'amplitude en suivant les regies 
suivantes 

1. retirer I'exponentielle en position centrale 

2. remplacer les operateurs a^, a^, 1 et 1 par une fonction appropriee 

- Ipar {ktr-'U{X,f,,i;ktk,) 

a+ par (k^TUiX + + ^k^k') 
a- par {kty-'^U {\ - 1, ^ktk:^) 

ipar {k:^Y-^U{\ii,^ktk:^) 

a+ par {k^^-^UCX, /i - 1, tk+k^) 

a- par {k^^uCX + 1, /i + 1, ^k+k^) 
ou les parametres des fonctions U sont definis comme precedemment 
(3.2.31) 

3. ajouter aux impulsions un poids exponentiel pour reconstruire la forme 
invariante de boost de I'operateur de vertex : kf — > /cje^"^ et ajouter 
un facteur e~*^^"^ dans I'expression 
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4. ajouter un facteur e^^"'"^^^^ a I'expression et integrer sur V2 

Ces deux dernieres etapes produisent le terme de conservation du moment 
cinetique de boost S^j^^j^+j^^o, comme dans les amplitudes precedentes. Un 
exemple d'amplitude pent etre trouve dans [26]. Notons que ces regies sont 
les memes pour des amplitudes a plus de trois cordes, une fois determine 
I'equivalent de T. 

Pour les amplitudes , respectivement A^i, il suffit d'appliquer les resul- 
tats precedents a la partie holomorphe, respectivement antiholomorphe, de 
I'amplitude et de multiplier par {ki — ksY, respectivement {ki — k^Y , facteur 
qui correspond a I'autre partie. Nous ne detaillerons pas plus cette situation. 

3.2.5 Amplitudes a quatre cordes 

Nous nous interessons aux amplitudes comportant deux etats twistes et 
deux etats non twistes dans le formalisme des operateurs. Les techniques 
presentees pour les amplitudes a trois cordes s'appliquent tout aussi bien 
pour ces amplitudes. Nous obtenons le resultat suivant 

(l|T(2)r(3)|4) = 5_,,+,,+,3+,„o5(Eti^.^) rdve'^^^ [ dzdz 

J —00 J 

|1 _ zl^i^tH \zfH-''i+'^t''i-^ex.p \- {k+k^ + k+k^) A{iy) 
exp ^2^3+6-^ (^G{z; v) + G{z- -v) + ^-^'""^ + ^tK^^"" {g{z- -v) + G{z- v) + 

{kt + kte-''z'''\ {k:^ + kl^^''\ U {\, II, ^A{v, z)^ U (\, fl, ^A{v, z)^ 

(3.2.41) 

ou (A, v, A, p) ont la meme expression (3.2.31) que pour les amplitudes a trois 
cordes a condition de renumeroter la particule 3 en 4. Nous avons defini 

A{v, z) = {}q + k-^e'z-'''') [kt + A;+e-^z^") (3.2.42) 
A{v, z) = (A;2 + k^e^'^^'^kl + kte-^'z'''') (3.2.43) 



et 

G{z- v) = Y^ = 2F1 (1 + iv, 1; 2 + ii/; z) (3.2.44) 



n=l 
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La valeur moyenne dans (3.2.41) a ete evaluee pour \z\ < 1, mais le meme 
resultat est valable lorsque > 1 a cause des proprietes des fonctions hy- 
pergeometriques (voir equation (A. 2. 2) dans I'annexe A). 
Lorsque 2; — > I'amplitude pent se mettre sous la forme 



(i|r(2)r(3)|4)^5 



(3.2.45) 



ou nous avons utilise le comportement asymptotique de C/, donne par (A. 1.9), 
lorsque 2; — > 0. 

L' amplitude diverge lorsque J3 = j\ a cause de la propagation de cordes 
twistees avec un moment cinetique de boost nul dans le canal intermediaire. 
Ceci est similaire au probleme discute dans Particle [18], ou les amplitudes de 
diffusion a quatre cordes non twistees a I'ordre des arbres divergent a cause 
d'un abondant echange de gravitons pres de la singularite. 



3.2.6 Contre-reaction gravitationnelle 

II est impossible avec les techniques actuelles de calculer la contre-reaction 
provoquee par la production quantique de particules et de cordes. Par contre, 
la reponse lineaire des champs de corde fermee a la presence d'un condensat 
classique de cordes twistees pent etre calculee dans le formalisme perturbatif. 
Ajoutons a Taction de la feuille d'univers un condensat d'operateurs de twist 
marginaux 

5;, = J drdadX+dX- + X_^V+^ + X+^V_^ (3.2.46) 

w indique le secteur twiste mis en jeu. Ceci correspond a la deformation de 
I'espace de Misner hors du point d'orbifold. Cette deformation est marginale 
a I'ordre dominant, mais elle induit une fonction a un point non nulle pour 
les champs non twistes 

(e*''')A - A^A_^(w|e*'=^| - w) , (3.2.47) 

qui doit etre annulee en ajoutant a Sx un terme d'ordre faisant intervenir le 
champ non twiste. Ce champ est precisement le champ dont la corde twistee 
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avec un operateur de vertex V±yj est la source classique. D'autre part, cette 
meme corde twistee est une source pour les etats twistes dans les secteurs 
multiples de w 

{V-2nj)x ~ XnjXw{w\V^2w\w) , (3.2.48) 

Grace aux expressions des amplitudes que nous avons donnees a la sous- 
section 3.2.4, nous pouvons en principe calculer la contre-reaction gravita- 
tionnelle (et celle liee aux autres champs) au premier ordre en A„,, mais 
nous n'avons pas entrepris ces calculs. Cette procedure permet dans le cas 
de I'orbifold euclidien de regulariser une singularite conique de type ALE, 
remplacee par un instanton gravitationnel de type Eguchi Hanson et dont la 
geometric est reguliere [89]. Nous n'avons pas repondu a la question de savoir 
si cela fonctionne aussi pour la singularite de I'espace de Misner, mais des 
avancees significatives out ete accomplies dans cette direction [78, 90]. Nous 
en reparlerons au chapitre 4. 



3.3 S-brane et ajustement fin des conditions 
initiales 

3.3.1 Le concept de S-brane 

Nous terminons par notre etude de la S-brane de Dirichlet, configura- 
tion dependante du temps particulierement simple, mais pas aussi simple a 
comprendre. Nous avons evoque les problemes lies a I'existence de S-branes 
emettant un champ R-R a la sous-section (2.13.2). Nous avons cherche au 
travers de differentes approche de cerner mieux la nature de cet objet. 

II est necessaire de preciser « S-brane de Dirichlet », car le mot S-brane 
designe plusieurs constructions assez differentes en theorie des cordes. Une 
S-brane designe de maniere generique un defaut topologique localise sur une 
hypersurface de genre espace. Cette definition est la contrepartie de la defi- 
nition premiere des branes, qui sont localisees sur une hypersurface de genre 
temps et qui out ete identifiees comme telle dans les differentes theories ef- 
fectives de supergravite. Le terme « S-brane » a tendance a etre applique 
a toute solution dependante du temps, localisee a un instant donnee (bien 
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que cette localisation puisse etre etendue a un intervalle). Le lecteur pent se 
referer a la revue [91] ou ces solutions sont examinees dans le contexte de 
I'inflation. 

Les S-branes sont I'un des elements utilises pour construire des geometries 
inflationnaires en theorie des cordes, de meme qu'une D-brane sert de source 
pour les geometries anti de Sitter (note AdS) [79]. Dans des geometries depen- 
dentes du temps plus generales, elles peuvent etre utilisees comme des sondes 
[17] ou comme des surfaces de conditions initiales et/ou finales [92]. 

En theorie des cordes, il existe principalement deux constructions de S- 
brane. Tout d'abord, nous avons vu dans le chapitre precedent (section 2.10.3) 
que la S-brane de Dirichlet^^ est obtenue en imposant des conditions au bord 
de Dirichlet a la coordonnee X° des cordes ouvertes. Ensuite, il est possible de 
construire une S-brane sur une D-brane instable. L'evolution d'une D-brane 
instable est decrite par adjonction d'un terme de bord tachyonique a Taction 
de corde ouverte. Ce terme correspond a un potentiel en forme de cloche sur 
lequel le tachyon de la corde ouverte « roule » depuis ou vers le vide de corde 
fermee (voir [93] pour une revue du sujet). Une S-brane dans ce contexte est 
une solution de type kink^^ temporel sur la D-brane instable. Les deux types 
de S-branes ne sont pas completement etrangers I'un a I'autre : dans certains 
cas, on pent voir une S-brane sur une D-brane instable comme un reseau de 
S-branes de Dirichlet en temps imaginaire [94]. 

Nous avons vu a la section 2.13 que les S-branes de Dirichlet emettant 
un champ R-R et un champ NS-NS reels n'existaient pas en theorie de type 
II. II est done utile d'evaluer la « stabilite spatiale » des S-branes existantes 
(qui n'emettent qu'un champ NS-NS), de meme qu'on evalue la stabilite 
temporelle des D-branes en calculant notamment le taux de desintegration 
d'une paire de D-brane. L'equivalent du taux de desintegration peut etre 
calcule pour une S-brane de Dirichlet et nous exposerons cela a la sous- 
section 3.3.3. Xous commengons par exposer le lien entre une configuration 
de S-brane et une configuration de champ electrique et les enseignements 
qu'il nous permet de tirer. 



"'Elle a ete etudiee en premier par les auteurs de [65]. 
^Nous conservons le terme anglais. 
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3.3.2 S-brane et champ electrique surcritique 

D'apres la definition premiere que nous avons donnee des S-branes, on 
voit que le terme S-brane de Dirichlet s'applique a toute condition an bord 
de forme 

dr{X^-vX^) = , d^{X^-vX^)=0 (3.3.1) 

ou X^ est une coordonnee spatiale arbitraire et \v\ > 1. Pour \v\ < 1, nous 
avons a faire a une D-brane et pour \v\ = 1 il s'agit d'une brane extremale, 
c'est-a-dire une D-brane de genre lumiere. Une D-brane immobile est obtenue 
en posant \v\ — tandis qu'une S-brane fixee a un instant precis correspond 
a l^;! — > oo. Nous considerons seulement le cas de la S-brane \v\ > 1. Les 
conditions au bord correspond a la configuration obtenue par T-dualite sur 
la coordonnee X^ s'ecrivent 

d^X^-vdrX^^O , d^X°-vdrX^^O (3.3.2) 

ce qui, comme on pent le verifier en se reportant a I'equation (2.6.16), cor- 
respond a un champ electrique surcritique^^ Fd = v, constant et uniforme, 
defini sur la surface d'univers d'une D-brane dans les directions X", X^. Rap- 
pelons que par T-dualite sur la coordonnee temporelle X", on obtiendrait une 
configuration avec un champ electrique sous-critique Fqi = ^ mais de theorie 
11* [79], theorie qui reste mal comprise. 

Un tel champ electrique surcritique surmonte la tension des cordes ou- 
vertes qui sont etirees jusqu'a atteindre une longueur infinie. Lorsque \v\ 
oo, la configuration de feuille d'univers qui decrit ce processus est definie par, 
dans 1' approximation de corde rigide, 

J5C0 = x° + w (3.3.3) 

X^ = x'^ + l;WT (3.3.4) 
r 

X^ = 2a'p^T (3.3.5) 

^^L'action de Born-Infeld (2.10.3), schematiquement \/l — F^, impose a priori la valeur 
limite 1 (un facteur 2-jTa' est inclus dans F) a I'intensite du champ electrique F. Par 
ailleurs, des configurations de champs surcritiques ont ete recemment etudiees dans [95]. 
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Nous avons suppose que les deux extremites des cordes ouvertes obeissaient 
aux memes conditions au bord. Les conditions de Virasoro imposent 

= 4a'{a'pl + {N -a))j^—^ (3.3.6) 

ou a est la constante d'ordre normal (1 en theorie bosonique, |, respective- 
ment 0, en theorie de supercordes dans le secteur de Neveu-Schwarz, respec- 
tivement de Ramond). Si Ton ajoute les fluctuations a la conflguration rigide 
decrite par (3.3.5), la feuille d'univers pent etre vue comme un processus 
de nucleation de dipoles qui s'etirent et forment rapidement une corde de 
longueur inflnie (voir flgure 3.5). Ce processus decharge les plaques du con- 
densateur qui produit le champ electrique et ramene celui-ci a une valeur 
critique ou sous-critique. Dans la conflguration T-duale, on imagine alors 
que la S-brane est courbee de fagon a former une brane extremale ou meme 
des paires D-brane, anti-D-brane a partir d'une certaine distance. 

feuille d'univers fluctuante ^ 

^<^.>Pr.>js^fc 

Fig. 3.5 - La feuille d'univers dans 1' approximation rigide est delimitee par les 
lignes en pointilles tandis que sans approximation elle est delimitee par les lignes 
continues. Si nous suivons les points de la feuille d'univers a constant lorsque 
X^ augmente, nous constatons I'apparition de dipoles comportant deux charges 
Co (nous considerons le bord inferieur de la feuille d'univers). Ces dipoles coales- 
cent rapidement pour former une corde de longueur « infinie », qui decharge le 
condensateur. 

Ainsi I'image de contre-reaction electrique par creation de paires suggere 
une contre-reaction gravitationnelle induite par la S-brane, ce que nous pou- 
vons examiner en calculant la fonction de partition a une boucle. 
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3.3.3 Amplitude du vide a une boucle, longueur de cor- 
relation de S-brane 

Precisons un pen la signification physique de la fonction de partition. 
Pour deux D-branes statiques, I'amplitude du vide a une boucle est egale a 
I'energie d'interaction entre les deux D-branes, multipliee par un facteur infini 
correspondant a la duree infinie de I'interaction. En eff'et, si Ton considere 
I'amplitude comme I'amplitude a I'ordre des arbres pour des cordes fermees 
se propageant entre les deux D-branes, celle-ci s'ecrit schematiquement 

Z=lj d'^xd^'y J^{x)Gf{x - y)J2{y) ^TE,^, (3.3.7) 

oil Gp est le propagateur de Feynman, 

Ji(x°, x') = qiS(x' - x{) , J2 = q25{x' - 4) (3.3.8) 

sont les sources representants les D-branes au repos et E'int. est I'energie d'in- 
teraction. Ce resultat en terme d'energie d'interaction se justifie en quan- 
tifiant le long de la direction temporelle Si I'amplitude, et done cette 
energie d'interaction, a une partie imaginaire non nulle, I'etat de paire de 
D-branes a une duree de vie finie : le taux de desintegration est de I'ordre 
de 1/ Im i?int [J] ■ Ceci a ete applique pour calculer le taux de desintegration 
des D-branes instables dans [96, 97]. La meme interpretation est valable pour 
les S-branes a condition de considerer I'amplitude comme le resultat d'une 
quantification le long d'une direction spatiale commune aux deux S-branes, 
x^ pour la definir. Alors I'amplitude du vide a une boucle correspond au pro- 
duit entre une longueur infinie d'interaction L et une impulsion d'interaction 
le long de x^, due aux echanges de cordes fermees entre les deux S-branes. 

2 = LPint (3.3.9) 

Si I'impulsion d'interaction presente une partie imaginaire non nulle, cela est 
interprete comme une « desintegration » au cours d'une evolution « tem- 
porelle » selon x^, apres une distance caracteristique l/ImPint[J]. Nous re- 
viendrons sur cette interpretation apres le calcul. 

Nous considerons deux S-branes de Dirichlet, fixees a des instants re- 
spectivement Xq et ainsi qu'a des positions respectivement Xq et x\. Nous 
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rappelons que A est la separation entre les S-branes et nous supposerons 
qu'elle est de genre temps. 



A2 = - - {x\ - (3.3.10) 

En appliquant I'expression (2.9.13) a notre configuration de S-branes, nous 
pouvons ecrire la relation de couche de masse suivante 

pl^mn^ + — r- 3.3.ii 

ou k designe les directions paralleles a la S-brane et a la constante d'ordre 
normal (a = | dans le secteiir XS et a = dans le secteur R). Nous constatons 
qu'il existe une infinite d'etats tachyoniques et seulement un nombre fini 
d'etats physiques (car nous avons suppose que > 0). L'interpretation de 
ces etats tacliyoniques n'est pas claire, mais nous pouvons en voir I'effet sur 
I'amplitude du vide. 

La seule difference entre I'amplitude pour les S-branes et celle pour les 
D-branes se trouve dans la partie concernant les modes zero. En effet, dans 
le canal de corde ouverte, 

Z = -K+i H- /^!^ e-*P'^-'^^^'/(2'^"')l Z* (3.3.12) 
2 Jo t J (27r)f+i ^ ^ 

avec q = e~'^*. Le premier produit infini correspond a la fonction de partition 
des modes excites des cordes ouvertes dans le secteur de Ramond, le second a 
la fonction de partition des modes excites dans le secteur de Neveu-Schwarz 
(les deux sont sans insertion de projecteur). Ces deux termes correspondent, 
dans le canal de corde fermee a I'echange de cordes fermees dans le secteur 
NS-NS uniquement. Dans le cas des D-branes emettant un champ R-R, il 
existe un troisieme terme, correspondant dans le canal de cordes ouvertes a 
la fonction de partition des modes excites dans le secteur de Neveu-Schwarz et 
dans le canal de cordes fermees a la fonction de partition des modes excites 
dans le secteur R-R, mais comme nous avons vu qu'il n'existait pas de S- 
branes emettant de champ R-R en theorie de type II, du moins dans le 
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cadre du formalisme perturbatif, ce terme n'est pas present dans I'expression 
(3.3.12). L'identite abstruse de Jacobi permet de remplacer les deux termes 
de produits infinits par le terme du secteur R-R dont I'expression est plus 
simple, ce qui nous facilitera I'etude ulterieure. Ainsi, I'amplitude s'ecrit pour 
deux Sp-brane 

1 f-di f d^^'p, ,w.g-AV(2w. -i nr=i(i - ^I'^'-r 

(3.3.14) 

Malgre les apparences, le secteur R-R est bien absent ! 

Une difference avec I'amplitude pour les D-branes merite d'etre relevee : 
I'integrale sur les impulsions Pk correspondant aux directions du volume d'u- 
nivers de la S-brane est convergente sans qu'on ait besoin de faire une con- 
tinuation analytique. D'autre part, et il s'agit maintenant d'un point com- 
mun, nous avons une divergence ultraviolette quand t — > 0, qui correspond a 
I'echange d'etats de masse nulle de corde fermee. 

Point crucial, il existe des divergences infrarouges qui s'aggravent lorsque 
la separation A augmente. Ces divergences out en realite un sens physique 
bien precis qui est mis en evidence par la regularisation preconisee dans [98]. 
En effet, elles correspondent en fait a une partie imaginaire non nulle pour 
I'amplitude des S-branes 



A' 



p+i 

2 



ImZoc ^a„(^^-^-nj (3.3.15) 
ou n* est la partie entiere de et a„ sont les coefficients de Fourier de la 



i2 

forme modulaire suivante 

' n=l ^ ^ / n=— 1 

Ces coefficients sont donnes par la formule de Rademacher (nous invitons le 
lecteur a se referer a [99] et aux references qui y sont donnees). En tronquant 
la somme de Kloosterman au premier terme nous obtenons^^ une tres bonne 



^^Le facteur (—1)"+^ provient justement de ce premier terme de la somme de Klooster- 
man. 
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approximation 



^{-If+^n-^/^h (27rv^) ~ (-l)"+in-"/^e2"^ (3.3.17) 



Notons en particulier que la serie des est alternee. Le comportement de 
croissance exponentielle de ces coefficients, appelee croissance de Hagedorn, 
permet d'approximer la serie de (3.3.15) par le dernier terme non nul 



llmZl ~ A-^e'^V^ 



(3.3.18) 



Le comportement detaille de la somme en tant que fonction de A, notamment 
ses oscillations est illustre dans la figure 3.6. 
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Fig. 3.6 - A gauche : log|ImZ| (en rouge) en fonction de A. La courbe ne peut 
etre distinguee de son approximation (3.3.18) (en noir), mais ne reproduit pas les 
oscillations. A droite : nous avons grossi I'intervalle A G [10, 11] pour mettre en 
evidence ces oscillations. Nous avons choisi p = 2 et a' = ^ pour les deux courbes. 

Lorsque est entier, le dernier terme de la somme s'annule et la somme 
est domine par I'avant-dernier terme, dont le signe depend de la parite de 
n*. Ceci permet de conclure que I'amplitude s'annule une infinite de fois, 
ce qui correspond a des paires de S-branes d'extension spatiale infinie qui 
peuvent se former pour des separations temporelle dont la valeur est fixee tres 
precisement. Toutefois, en general, la longueur de correlation est de I'ordre 
de I'echelle de corde y/a'. 

La conclusion que nous avons tiree dans notre article [66] visait a mettre 
en evidence le caractere hautement ajuste des configurations de S-brane et a 
rejeter ces configurations comme des candidats generiques a des geometries 
dependentes du temps. Malgre ce caractere d'exception, nous pouvons lire ce 
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resultat d'une maniere perpendiculaire. Les valeurs de A ou la partie imagi- 
naire de Z s'annule, que nous noterons A„ donnent la separation temporelle 
entre deux S-branes d'extension infinie. Nous pouvons ainsi dire que si une 
S-brane « stable », c'est-a-dire d'extension spatiale infinie, apparait a I'in- 
stant alors une seconde S-brane « stable » apparaitra a I'un des instants 
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Perspectives 



4.1 Resume des resultats 

L'etude de la configuration des ondes planes electromagnetiques a profil 
lineaire a fait apparaitre plusieurs phenomenes. 

- II existe line valeur critique du gradient a partir de laquelle se developpe 
une instabilite. Les cordes ouvertes deviennent macroscopiques car leur 
tension est compensee par les champs. Elles s'etirent alors jusqu'a at- 
teindre le condensateur qui cree le champ des ondes planes et le dechar- 
gent. Ce phenomene est I'equivalent non relativiste du champ critique 
en electrodynamique de Born-Infeld 

- La configuration est instable mais il est possible de la stabiliser en 
ajoutant un champ magnetique constant (ou en modulant de maniere 
parametrique le gradient des champs electromagnetiques. L'instabilite 
due au gradient critique n'est pas modifiee par cette stabilisation. 

Nous avons par ailleurs eu I'occasion de verifier la dualite de feuille d'univers 
dans une configuration non triviale et pu calculer, moyennant certaines ap- 
proximation, les efi^ets de la dependance en temps, notamment la production 
de modes. Nous avons enfin mis en evidence la contre-reaction de la corde 
sur le potentiel de I'onde plane. 

L'espace de Misner nous a fourni un cas d'ecole de singularite cosmologique 
tout en nous permettant d'utiliser le formalisme perturbatif. Dans le cadre 
de cette these, en nous appuyant sur l'etude de la quantification [19] et des 



159 



4 Perspectives 



modes twistes [20], nous avons etudie les amplitudes a I'ordre des arbres a 
trois ou quatre points. Nous avons reussi a calculer les amplitudes faisant in- 
tervenir deux etats twistes en utilisant le formalisme d'operateur. Pour cela, il 
a fallu adapter la definition de I'ordre normal des operateurs de vertex, ce qui 
a mis en evidence un etalement des flucuations quantiques des modes excites 
sur une distance A(z/). Cette distance croit comma logu lorsque u tend vers 
I'infini et pent ainsi etre arbitrairement grande. Get effet est qualitativement 
similaire a la geometric non-commutative. 

Le calcul des amplitudes a quatre points permet de mettre en evidence 
des divergences provoquees par la propagation de cordes twistees avec un mo- 
ment cinetique de boost nul dans le canal intermediaire, similaire a ce qui a 
ete constate dans [18] pour les gravitons. Les amplitudes a trois points perme- 
ttent d'envisager le calcul perturbatif de la contre-reaction gravitationnelle, 
ce que nous laissons pour im travail futur. 

Enfin, nous nous sommes interesses a la S-brane de Dirichlet. Apres avoir 
montre en detail qu'une S-brane emettant un champ R-R reel n'existait pas 
en theorie de type II, nous avons etudie les proprietes de « stabilite » des 
S-branes « instables ». Nous avons mis en evidence un comportement tres 
particulier du aux divergences infrarouges de I'amplitude a une boucle de 
cordes ouvertes tendues entre deux S-branes. En effet, pour certaines valeurs 
bien precises de la separation entre les deux S-branes, le systeme possede 
une extension spatiale infinie. Ceci permet d'une part de conclure que ces 
configurations correspondent a un ajustement infini des conditions initiales 
et d'autre part de predire I'ensemble des dates auxquelles une S-brane d'ex- 
tension spatiale infinie pent apparaitre si une premiere S-brane d'extension 
infinie est deja apparue a un instant donne (ou inversement, les dates de 
premiere apparition d'une S-brane infinie sachant qu'une seconde apparaitra 
a un instant donne). 

4.2 Limites et espoirs du calcul perturbatif 

Nous avons cherche a montrer tout an long de ce memoire comment le 
formalisme perturbatif pouvait etre exploite pour faire des calculs precis d'ob- 
servables interessantes dans des configurations dependantes du temps. II ap- 
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parait cependant que la complexite formelle de certains resultats limite la 
possibilite de tirer des conclusions physiques voire ne permet pas de saisir le 
comportement de certaines configurations. 

Toutefois, cet ecueil est moins du a une faiblesse inherente a cette ap- 
proche qu'a la difficulte de mener les calculs et d'explorer I'ensemble des 
pistes possibles. Nous souhaitons clore ce memoire en illustrant ce propos. 
En etudiant I'espace de Misner, nous avions espoir que le calcul des ampli- 
tudes nous permette de preduire le destin de la singularite, notamment par 
le calcul perturbatif de la contre-reaction gravitationnelle. 

Les articles [78, 90], s'appuyant notamment sur les travaux precedents 
[19, 20, 26] et dans la meme demarche, ont pu, a partir de I'etude des cordes 
ouvertes et des D-branes dans I'espace de Misner, sonder la condensation 
du tachyon de corde fermee a I'aide de D-instantons et construire un mod- 
ele effectif. lis ont ainsi montre qu'apres la condensation, P avait diminue, 
« elargissant » ainsi I'espace de Misner. Bien que I'analyse faite a partir des 
D-instantons ne soit valable que sur une distance de I'ordre de la longueur 
de la corde, ce resultat est tres encourageant et apporte un premier element 
de reponse quant-au destin de la singularite. 

D'autre part, dans une approche differente [100, 101], la structure de 
I'espace-temps a I'endroit ou classiquement la singularite est attendue a pu 
etre eclaircie : dans [102], une analyse de modele de matrice suggere que la 
singularite n'est pas une description correcte du vide en presence des paires 
de cordes enroulees produites par effet tunnel (voir sous-section 3.2.3) et 
qu'il faut la remplacer par un espace-temps non commutatif. Cette nouvelle 
structure est interpretee [100, 102] comme I'apparition d'une echelle de temps 
tc de I'ordre de \^a' logw, egale au comportement a grand w du facteur de 
polarisation -^fKiy) de la corde twistee (voir sous-section 3.2.4), en dega de 
laquelle la notion de temps n'existe pas. 
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Definitions et formulas utiles 

Nous reunissons ici les definitions et relations qui nous ont ete utiles 
au cours de nos calculs et qui ne sont pas souvent utilisees dans d'autres 
contextes. Ainsi, nous n'aborderons pas les fonctions modulaires, dont les 
proprietes utiles sont par exemple donnees dans I'appendice de [80]. 

A.l La fonction hypergeometrique U et les fonc- 
tions de Whittaker M et W 

A. 1.1 Definition des fonctions 

Nous nous inspirons de la presentation faite dans [103] et nous en adoptons 
les conventions. II y a quatre fonctions appelees fonctions hypergeometriques 
confluentes : la fonction de Kummer iFi, sa fonction associee U et les deux 
fonctions de Whittaker Mk,m{x) et Wk,m{x). La fonction iFi{a,b,x) est la 
solution la plus simple de I'equation de Kummer, un cas particulier d'equation 
differentielle hypergeometrique generalisee, 

xy"+{b-x)y'-ay^O (A.1.1) 

ou y est une fonction de x, y' et y" ses derivees premiere et seconde, a et 6 
des constantes. La solution iFi(a, b, x) est definie par la serie entiere suivante, 
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lorsque b ^ {0, -1, -2, . . .} 

{a)nX 



n=0 



ou la notation (a)„ designe a{a + 1) . . . (a + n — 1). 

La fonction hypergeometrique confluente de Tricomi U est une autre so- 
lution de I'equation (A. 1.1) definie par 

U{a, b, x) = -lii— ^iFi(a, b, x) + ^ ^K '-\F,{1 + a-b,2-b,x) 

(A.1.3) 

U est une fonction multivaluee de x, la branche principale est choisie comme 
etant celle qui se trouve dans le plan complexe de x coupe le long la partie 
negative de I'axe reel. Notons egalement que U est definie pour b nul ou entier 
negatif, par exemple a I'aide de I'expression suivante, 

f iFi{a,b,x) x^-\Fi(l + a-b,2-b,x) 



sin(7r6) Vr(l + a - b)r{b) r(a)r(2 - b) 

(A.1.4) 

Les fonctions de Whittaker peuvent etre definies par les expressions suiv- 
antes 

Mk,m{x) =x^+"'e-^^iFi(^+m-A;, l + 2m,x) (A.1.5a) 
Wk,mix) = x^^"^ e-5^[/(^ + m-k,l + 2m,x) (A.1.5b) 

A. 1.2 Relations utiles concernant \J 

La fonction U admet la representation integrale suivante 

U(a,b,x)^-— e-^V-'(l + t)^-»-Vt (A.1.6) 
Jo 

avec Rea > et Rex > 0. Dans nos calculs, la condition sur a est satisfaite, 
mais X e . II est possible neanmois de faire tourner le contour d'un angle 
(f) et de prendre la limite 0^0: 

U{a,b,x)^-— 6-^*^-^(1 + (A.1.7) 

r(a) Jo 
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avec — I < (f) + argx < |. 

Le premier theoreme de Kummer s'ecrit pour U 

U{a, b, x) = x^-'' U{l + a-b,2-b, x) (A.1.8) 

Enfin, le comportement asymptotique de U lorsque x est 

U{a,b,x) ^ x-" (A.1.9) 

lorsque Re a > 0. 

A. 2 La fonction hypergeometrique 2^1 

La fonction 2-^1(0, 6; c; x) est une solution de I'equation difi^erentielle hy- 
pergeometrique suivante, connue aussi sous le nom d'equation Fuchsienne de 
type general, 

x{l - x)y" + [c + (1 + a + b)x]y' -aby = (A.2.1) 

Nous avons adopte les memes notations que dans la Section precedente A.l 
Parmi les relations de transformation principales, nous mentionnons celle- 

ci 

, , , T(b-a)T(c), , n f ,1 
2Fi{a,b-c;x) = f^^)f(^rr^(-^) si^i ( a, a - c + 1; a - 6 + 1; - 

La fonction 2-^1(0, b; c; x) admet le developpement en serie entiere suivant 

,F,{a,b;c;x) = f2^f^^ (A.2.3) 

En particulier, nous avons la relation suivante, qui intervient a plusieurs 
reprises dans nos calculs, 

G{z; v)^y2 = 2i^i(l + ijy, 1; 2 + iu; z) (A.2.4) 

n=l 

ou la premiere egalite definit la notation G{z; u) 
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Dans la limite ou 2; 1, nous avons le comportement asymptotique 
suivant 

G{z; i/) = - log(l -z)+ V'(l) - ^{1 + iv) + 0{z - 1) (A.2.5) 
ou -0 est la fonction digamma. 

A. 3 La fonction digamma ^|) 

La fonction digamma, notee est la derivee logarithmique de la fonction 
r, ou encore 

En particulier, est la constante d'Euler 7. 

A. 4 Relations utiles 

A.4.1 Resommation de Poisson 

Soit f{x) une fonction admettant une transformee de Fourier T[f]{uj) 
definie par 

mi^)-^fdxf{x)e'^^. (A.4.1) 

On a alors 

5;/(27m) = 5]^[/](n) (A.4.2) 

En particulier pour f{x) — e"^ 

^e2'^«" = ^(5(a + n) (A.4.3) 

D'autres formules interessantes peuvent etre obtenues en choisissant pour / 
une gaussienne (voir [80], Appendix A). 
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A. 4. 2 Une formule de trigonometrie hyperbolique 

Nous mentionnons pour reference la formule de trigonometrie suivante 



arctanh(a;) = 77 In 



1 + ,T 



X 



(A.4.4) 
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Open strings 
in relativistic ion traps 

JHEP 0305, 035 (2003) 
arXiv:hep-th/0302159 



169 
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Closed strings in Misner space: 
Stringy fuzziness with a twist 

JCAP 0410 (2004) 002 
arXiv:hep-th/0407216 
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